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Uvod

Uvod

Mili studenti,

vitam vas na zacatku dalsitho povidani o matematice. Nase povidani zacnéme trochu
netradiéné a to v nasich médiich. Ta nas informuji o dennich udélostech, vysledcich ve
sportu, o tom, zda zitra bude mozna hezky ¢ bude mozna prset. Muzeme sledovat zpravy
z politiky - ¢eské i té zahranic¢ni, ostie sledované jsou krimi zpravy a tu a tam se objevi
i zpravy z prumyslu a védy. Naprtiklad, ze byl na trh uveden novy model skodovky, ze
byla objevena nova planeta a nebo ze védci pracuji na léku na tu a tu nemoc. Mozna
sleduji nespravnou televizni stanici, ale dosud jsem nevidél zadnou zpravu z matematiky.
Je to tim, ze matematicti védci spi a neprodukuji nové vysledky? Nebo snad tim, ze v
matematice jiz bylo vSe objeveno a jiz ndm nemuze nabidnout nic nového?

Myslim, ze je tfeba hledat duvody jinde. Jednak je bohuzel matematika pro znacnou
¢ast televiznich divéku ¢i ¢tenaitu denniho tisku velmi obtiznd a snad i proto neoblibena.
Véiim, ze zrovna toto se nas netyka. Druhym duvodem je komplikovanost a nérocnost
novych vysledkiu. I ten, kterého matematika bavi, by jen tézko pochopil zadani problému,
natoz jeho feseni.

My se budeme snazit v nasem textu popasovat s timto druhym problémem. Totiz bu-
deme se snazit si pfedstavit dosud nevytesené, pravé fesené nebo teprve nedavno vytresené
problémy matematiky. Ukazeme si, jaké vyzvy cekaji na matematické védce a kdo vi,
mozna i na nékoho z vas.

A tak se setkdme s prvociselnymi dvojcaty, spratelenymi ¢i dokonalymi ¢isly. Za-
brousime do oblasti, které se tika teorie grafu, a ukazeme si, co je to problém 4 barev.
Bude toho samoziejmé daleko vice.

Také si budeme povidat o tom, jak se matematika dostala do uzkych a diky tomu,
ze nedokézala jednoznacné odpovédét relativné jednoduché otazky, nastaly takzvané krize
matematiky. Ceho se tyto otdzky tykaly, si povime na zdvéreéném setkéni.

Tolik asi staci k predstaveni letosnfho povidéani. Nyni uz se pustme do piedstaveni
nékolika problému. Jesté vsak poznamenejme, ze jen tézko se nam podaii zde jmenované
problémy vytesit. Jedna se ve vétsiné pripadu o problémy, které jsou staré desitky, stovky
a mnohdy i tisice let. Po celou tuto dobu se matematici celého svéta snazili tyto problémy
prolomit. U nékterych se jim to povedlo, nékteré zustavaji stale oteviené. Jen tézko lze
predpokladat, ze zrovna skupina jisté nadanych stredoskoldkt z jizni Moravy rozlouskne
prave tyto problémy. Ale kdo vi, tieba. ..
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Kapitola 1
Od cisel ke geometrii a zpét

V prvni kapitole si budeme postupné predstavovat ruzné matematické problémy. Nékteré
z nich budou vytesené, jiné teprve na teSeni ¢ekaji. Zacnéme problémy z teorie ¢isel.

Teorie ¢isel, moderni, krasna, ale i zradnd a obtiznd oblast matematiky. Kde se viubec
vzala? V 17. stoleti zil ve Francii pravnik Pierre Fermat. Tento pozdéji zasadni matematik
holdoval ¢etbé a tak ¢asto navstévoval knihovnu a pujéoval si zde knizky. Doma pak, kdyz se
do knih ponoftil, se mu honily hlavou ruzné myslenky a to i tteba myslenky matematické. Tu
jednou ho napadlo: ,Kdyz sectu druhé mocniny trojky a ctyrky, dostanu druhou mocninu
pétky.“ To ho ani tak neptekvapilo, uvedenym trojicim celych ¢isel a, b, c takovych, ze
a’? +b? = 2, se iika Pythagorijské trojice. Kdyz si vzpomeneme na Pythagorovu vétu, tak
nas ten nazev nikterak nepiekvapi. Fermat se na to podival hloubéji a zeptal se, zda by
mohly existovat celd ¢isla a, b, ¢ tak, aby a®+b% = 3. Odpovédél si, Ze urcité ano, napiiklad
¢isla 0, 1 a 1 tuto rovnost spliuji. Jak by to ale dopadlo, kdybychom ptidali pozadavek,
Ze tato ¢isla musi byt nenulova. Fermat se domnival, Ze se ndm takova nenulova cela cisla
najit nepodaii a to dokonce ani pro ¢tvrté, paté ani zadné dalsi mocniny. Jinymi slovy se
domnival, ze pro zadné prirozené cislo n € N, n > 2, neexistuji nenulova celd ¢isla a, b, ¢
tak, aby a™ + 0" = ¢". Toto vSe si poznamenal na okraj jedné knizky pujcené z knihovny.
Poznamenal zde také, ze samoziejmé nalezl dikaz uvedeného tvrzeni, bohuzel by se vSak
nevesel na okraj této stranky.

A zde nastal problém. Tvrzeni bylo formulovano, bohuzel ale nebylo dokézano a nebylo
tedy mozné ovérit, zda je pravdivé. Fermatovy poznamky na okraji jeho knihy byly nale-
zeny kratce po Fermatové smrti. Od té doby se matematici celého svéta snazili uvedené
tvrzeni dokazat ¢i vyvratit. Le¢ marné. Prichazeli na nové a nové vysledky. Byly objeveny
kvadratické formy, eliptické kiivky a spoustu dalsich dulezitych aparati, ovéem Fermatovo
tvrzeni stale odolavalo. Diky pokusum o zdolani tohoto tvrzeni nam vznikla celd krasna
oblast matematiky, kterou nyni nazyvame Teorie ¢isel. Uvedenému tvrzeni se zacalo fikat
Velka Fermatova véta.

A jak to celé dopadlo? Az v roce 1994 se podarilo britskému matematikovi Andrew
Wilesovi dokézat, ze mél Fermat pravdu. Dukaz je velmi komplikovany, je v ném vyuzito
mnoho matematického aparatu, ktery byl objeven az davno po smrti Fermata, a tak se
vSeobecné predpoklada, ze se tehdy Fermatovi nejspise své tvrzeni dokazat nepodarilo.
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Ovsem praveé diky nému muzeme nyni studovat tak krasny obor, jakym bezesporu Teo-
teoretické ivahy nad Cisté matematickym problémem vedly ke spousté praktickych a hojné
vyuzivanym aplikacim. U teorie ¢isel zminme napiiklad Sifrovani a sifrovaci algoritmy RSA
a ElGammal (o téchto algoritmech byla také jedna z T-exkurzi), pficemz prvni algoritmus
nevyuziva niceho jiného nez narocnosti rozkladu prirozeného ¢isla na soucin prvocisel. Déle
zminme napftiklad eliptické kiivky, které se hojné vyuzivaji pti tvorbé digitalniho podpisu.
A pravé eliptické kiivky! tvoii jeden dilek v dikazu Velké Fermatovy véty. Neni to tedy
tak, ze by matematika byla pouze teoretickou védou, ale ma hluboké aplikace.

Zastavme se tedy nejprve u dalsich problému teorie ¢isel. Prvnim z nich bude problém
tzv. prvociselnych dvojcat.

1.1 Prvociselna dvojcata

Prvoéiselna dvojcata (prime twins) jsou dvé po sobé jdouci lichd pfirozend ¢isla, kterd
jsou obé prvocisla. Prikladem prvociselnych dvojcat jsou dvojice 3 a 5, 5a 7, 11 a 13, 17
a 19, 29 a 31 nebo také 41 a 43. Hezky zapamatovatelna jsou naptiklad 1000000000061
a 1000000000063. Vime, ze prvocisel je nekonecné mnoho. Kolik je ovSsem prvoéiselnych
dvojcat? Tato otazka zustavala dlouho neodpovézena. V kvétnu 2013 vsak doslo k prelo-
movému objevu. Americko-¢insky matematik Yitang Zhang, kterého neuzivila matematika
a tak zacal prodavat v Americe hamburgery, dokazal, ze existuje nekonecné mnoho dvo-
jic prvocisel, které se lisi nejvyse o 70 000 000. Ackoliv prvoéiselnd dvojcata se lisi o
dvé a Zhang to dokézal pro hranici 70 000 000, byl to prvni velky tspéch ve zkoumani
prvociselnych dvojcat. O rok pozdéji pak doslo ke zmenseni této hranice na ¢islo 246. Nyni
tedy jiz vime, zZe existuje nekoneéné mnoho dvojic prvocisel, které se lisi nejvyse o 246.
Kdo vi, jak to bude vypadat v dob¢, az si budete ¢ist tento text. .. Poznamenejme jeste, ze
Yitang Zhang byl v roce 2014 jmenovan profesorem na univerzité v New Hampshire.

Podobné jako zkouméame prvocéiselna dvojcata, muzeme sledovat prvociselna trojcata.
Nez si uvedeme definici prvociselnych trojéat, uvedme si jedno tvrzeni, které ndm dale
uvedenou definici malinko objasni.

Véta 1.1.1. Kromeé trojice 3,5,7 neexistuji tri po sobé jdouci licha cisla, kterd by byla
vsechna prvocisly.

Dikaz. Uvazujme tii po sobé jdouci licha cisla, ktera oznacme a, a + 2, a + 4. Pokud je
¢islo a délitelné tfemi, potom je bud rovno tfem, potom mdme trojici 3,5,7. V ostatnich
pripadech je a cislo slozené a tedy a, a + 2, a + 4 nejsou vSechna prvocisla. Pokud déava
¢islo a po déleni tfemi zbytek 1, potom a = 3n + 1 pro néjaké n € Z. Potom a + 2 =

! Eliptické kiivky toho maji pramalo spoleéného s kuzeloseckami. Jedna se o jakousi kiivku v roving, na
které je definovana operace s¢itani bodu. A tato operace se chova velmi hezky. Muzeme si to predstavit
tak, ze je to podobné scitani celych ¢isel. Tedy stejné jako séitdme celd ¢isla, muzeme i séitat body na
eliptické kiivce. A pravé toto spojeni algebry a geometrie vede k izasnym vysledkum, diky kterym muzeme
napiiklad sifrovat.
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3n+14+1=3n+3=3-(n+1) a tedy je ¢islo a + 2 délitelné tfemi a opét a, a + 2,
a + 4 nejsou vSechna prvocisla. Koneéné, pokud dava a po déleni tremi zbytek 2, potom
a = 3n+2 a opét dostavame, ze a +4=3n+2+4=3n+6 =3 - (n+ 2) a tedy je ¢islo
a + 4 délitelné ttemi. Dostali jsme tak, Ze jedinym moznym piipadem, kdy mohou byt tfi
po sobé jdouci licha ¢isla prvocisly, je trojice 3,5, 7. ]

Odtud vidime, Ze prvociselnd trojcata nebudeme definovat jako tii po sobé jdouci licha
¢isla, ktera jsou vSechna prvocisla.

Definice 1. Prvociselna trojcata jsou trojice prvocisel, které jsou tvaru p, p+2, p+ 6 nebo
tvaru p,p+4,p + 6.

Prikladem prvociselnych trojc¢at jsou trojice 5,7,11; 7,11,13 a 11,13,17. Asi nikoho
nepiekvapi, ze dosud nevime, kolik existuje prvociselnych trojcat (tj. zda jich je konecné
¢i nekone¢né mnoho).

Obdobné muzeme mluvit o ¢tytcéatech, patercatech a podobné. Opét dosud nevime,
kolik jich existuje.

1.2 Dokonala cisla

Nyni nas ¢ekd povidani o dokonalych cislech (perfect numbers). Pojem dokonalé ¢islo
zmifuje jiz Euklidés ve svych Zakladech? ve 4. stoleti pred nasim letopoctem. Oznacme
si o(n) soucet vsech prirozenych délitelu pfirozeného éisla n. Je tedy o(1) = 1, 0(6) =
1+2+43+6=12 0(12) =14+24+3+4+6+12 =28,

Definice 2. O ptirozeném ¢isle n fekneme, ze je dokonalé, jestlize o(n) = 2n.

Hned na zacatku jsme si ukazali prvni dokonalé ¢islo, kterym je ¢islo 6. Dalsim do-
konalym ¢islem je ¢islo 28, protoze 1 + 2 4+ 4 + 7 + 14 + 28 = 56. Dalsimi dokonalymi
¢isly jsou cisla 496, 8128. Tuto ¢tvetici dokonalych cisel znal jiz Euklides ve ¢tvrtém stoleti
pred nasim letopoc¢tem. Dalsi dokonalé ¢islo bylo objeveno az v 15. stoleti a bylo to ¢islo
33550336. Od roku 2013 zname 48 dokonalych ¢isel. To dosud naposledy objevené dokonalé
cislo je Eislo 257885160 . (257885161 _ 1) Tento tvar nenf ndhodny, jak si ukdzeme dale.

Dodnes vsak viubec nevime, kolik dokonalych ¢isel mame. Dokonce ani nevime, zda
existuje néjaké liché dokonalé ¢islo. Od listopadu roku 2014 vime, ze neexistuje zadné liché
dokonalé &fslo mensf nez 1059,

Je zvlastni, ze nyni znadme pouze 48 dokonalych ¢isel, ale o dokonalych c¢islech toho
vime vcelku hodné. Problém dokonalych cisel totiz trapil matematiky po tisicileti a tak
bylo odvozeno spoustu tvrzeni tykajicich se dokonalych ¢isel. My si nyni néktera ukazeme
a dokazeme.

2Euklides sepsal Zaklady matematiky, ve kterych se pokusil o vystavbu celé tehdy zndmé matema-

vevs

Zajimavosti je, ze Euklidovy zdklady se jesté v 19. stoleti pouzivaly v Anglii jako u¢ebnice.
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Véta 1.2.1. Je-li pro néjaké prirozené ¢islo n ¢islo 2" —1 prvocislem, je ¢islo 21 (27 —1)
dokonalé.

Diikaz. Pojdme se podivat na délitele ¢fsla 271 - (2" — 1). Toto ¢islo ozna¢me N. Protoze
je podle piedpokladu ¢islo 2" — 1 prvoéislem, mé pouze dva délitele a to 1 a 2" — 1. Cislo
N ma4 tedy tii druhy délitelii. Jednak to jsou délitele 2"~ !, jednak jsou to délitele ¢&isla
2" — 1 a pak vSechny souciny déliteli obou ¢initelu ¢isla N. Jsou to tedy cisla 1, 2" — 1,
2,4,...2na (2n—1)-2 (2" —1)-4,...,(2" — 1) - 2""1. Sectéme nyni tyto délitele

o(N) = 1424444214 (2" =1)- (1 +24+4+--- 42"

om—1 o —1
= 5o @5
= (2"-1)-(1+2"—1)
= 2. (2" —1)
= 2.2t (2" — 1)
= 2-N.
Cislo N je tedy dokonalé. ]

Tvrzeni v predchozi vété tusil jiz Euklidés. Tato véta ndm téz dava zEdsti odpoved na
otazku, proc je nejnovéjsi dokonalé ¢islo v takovém tvaru, v jakém je. Nicméné je zajimavou
otézkou, jak je to naopak. Tedy zda kazdé dokonalé ¢islo musi byt v tomto tvaru. Odpoved
pro suda dokonala ¢isla nasel v 18. stoleti Leonhard Euler.

Véta 1.2.2. Pro kazZdé sudé dokonalé cislo N existuje prirozené cislo n tak, Ze N =
2=t (2m — 1), kde 2" — 1 je prvocislo.

Diikaz. Necht N je dokonalé ¢islo. Vyjddieme ¢islo n jako soucin co nejvyssi mocniny
dvojky a lichého &fsla, tj. N = 2%.m, kde (2, m) = 1, pficemz (a, b) znaci nejvétsi spolecny
delitel &fsel @ a b. Polozme n =k + 1, tedy N = 2"~ -m, kde (2,m) = 1.

Pojdme nyni pocitat soucet délitelir ¢fsla N. Protoze je N dokonalé ¢islo, je

o(N)=2-N=2-2""1.m=2"-m (1.1)

Spocitejme o(N) i jinych zpusobem. Oznacme dy, ds, ..., d, délitele ¢isla m a predpo-
klddejme, Ze je mame sefazené vzestupné. Potom d; = 1, d; = m. Potom ¢éislo N = 27 1.m
ma prave tyto délitele

1-dy,2-dy,4-dy,8-dy, ... , 2" -dy
1-dy,2-dy,4-dy,8-dy, ... ,2"7 1. d,
1-dg,2-dg,4-ds,8-dg, ... ,2771-d,
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Muzeme tedy pocitat o(N):

o(N) = 1-dy+2-di+4-dy+8-dy+---+2"1dy +
Lody4+2-dy+4-dy+8-dy+---+2"1dy +
1ds+2-dg+4-ds+8-dg+ -+ 2" d,
(142444 42"+ +d(1+2+4+---+2"71)

= (2" -1)+---+ds(2" - 1)
= (2"=1)-(di+---+ds)
= (2"—=1)-0(m)

Odtud a z rovnice dostavame, ze
2"-m=(2"—=1)-o(m).
A odtud mame, ze

2"-m  (2"—=141)-m m

o _1 o 1 =Mt o

o(m) =

Protoze jsou o(m) i m pfirozena ¢isla, je prirozené cislo i 5. Plati tedy, ze 2" — 1|m.
Je tedy 2" — 1 také délitelem ¢isla m. Cislo m mé tedy jisto jisté délitele m, 1, 2! a
5. Pokud by se jednalo o 4 navzdjem ruzné délitele, bylo by o(m) > m + 5. Je tedy
nutné m = 2" a s = L. Cislo m mé proto pouze dva délitele, jedni¢ku a sebe samo.
To znamena, ze je prvocislo.

Dohromady tak mame, ze N = 2"~1. (2" — 1), kde 2" — 1 je prvocislo, coz jsme chtéli

dokazat. n

Ackoliv byl tento ditkaz ponékud obtiznéjsi, dal ndm jasnou odpovéd na to, jakého
tvaru jsou sudd dokonald ¢&fsla. Na zdvér povidani o dokonalych éislech si jesté uvedme
nekolik tvrzeni, kterd jsou spise zajimavostmi.

Véta 1.2.3. Prevedeme-li sudé dokonalé ¢islo tvaru 271 - (2" — 1) do dvojkové soustavy,
dostaneme cislo, které bude zacinat n jednickami a poté bude nasledovat n — 1 nul.

Diikaz. Kdyz prevadime ¢islo do dvojkové soustavy, délime toto ¢islo postupné se zbytkem
dvéma a dvojkovy zdpis c¢isla je pak odzadu sefazeny seznam zbytku. Dané ¢islo se ndm
nejprve podaii n — 1 krat vydeélit bez zbytku a poté budeme n krat délit se zbytkem 1. [

Dalsi zajimavé tvrzeni ndm dava odpovéd na to, jakého tvaru mize byt n tak, aby
bylo 2" — 1 prvocislem.
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Diikaz. Dokazme si toto tvrzeni neptimym dukazem. Predpokladejme, ze n neni prvocislo.
Existuji tedy a,b € N, a,b > 1, takova, ze n = a - b. Potom

2" —1=2"-1=(2"-1=02"-D ()" "+ 29" +...(2) +1).
Tedy 2" — 1 neni prvocislo. [

Poznamenejme jesté, ze obracené tvrzeni neplati. Napiiklad ¢islo 11 je prvocislo, ale
21— 1 =23.89.

Predchoz{ véta ndm déle fk4, Ze sud4 dokonal4 ¢isla mdme hledat ve tvaru 2P~ (2P —1),
kde p je prvocislo.

Véta 1.2.5. Soucet prevrdcenych hodnot vsech déliteli sudého dokonalého cisla je vidy 2.

Diikaz. Uvazujme dokonalé ¢islo N ve tvaru N = 2P~ . (27 — 1). Toto ¢islo mé préve tyto
délitele

1,2,4,8,16, ... ,2°7!
2 —1,2-(2°—1),4- (2P —1),8- (2" = 1), ... ,2P7t. (2?2 —1)

Pojd'me nyni secist pievracené hodnoty téchto cisel

111 1 1 1 1 1
T I ST ST B G s S B o D T By e
1= 1 (1 11 N )
—L w1 \1 24 2p-1
L)y gy
—1 -1 1-3

(o)) (o)

2P -1 2P —-1+41

= 2
2p 2r —1
2r —1 2p
p— 2- .
2p 2r —1
= 2

Posledni tvrzeni, které si o dokonalych ¢islech uvedeme se tyka poslednich cifer.
Véta 1.2.6. Kazdé sudé dokonalé cislo konci na c¢islici 6 nebo na cislici 8.

Diikaz. Uvazujme dokonalé ¢islo N ve tvaru N = 2P~1.(2P—1). ProtoZe p je prvocislo, dava
po déleni ¢tyimi zbytek 1 nebo 3 (vyjimkou je p = 2, pro které tvrzeni plati). Nastdvaji
tedy dva ptipady:
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1. Vyfesme nejprve situaci, kdy p dava po déleni ¢tyfmi zbytek 1. Potom jisté exis-
tuje celé cislo k takové, ze p = 4k + 1. Dosadime-li do naseho dokonalého cisla N,
dostaneme

N =2%. 2%+ 1) =16%. (2165 — 1).

Vsechny mocniny ¢isla 16 ale konéi na 6. Dvojnasobek ¢isla konciciho na 6 konéi dvoj-
kou, kterou kdyz zmensime o 1, bude vysledek kon¢it vzdy na jednicku. Dostavame
tak, ze posledni cifra takového dokonalého ¢isla je vzdy 6.

2. Pro druhy pripad, tedy pro p = 4k + 3, je dukaz obdobny.
O

O sudych dokonalych c¢islech toho tedy vime docela dost. Obzvlasté kdyz vezmeme v
uvahu, ze jich zname dosud pouze 48. O lichych toho bohuzel tolik nevime. Jak uz jsme
zminili, nevime ani, zda néjaké existuje.

S dokonalymi ¢isly uzce souvisi Mersennova prvocisla, o kterych si kratce povime néco
nyni.

1.3 Mersennova prvocisla

Definice 3. Mersennovo prvocislo je prvocislo ve tvaru 2P — 1, kde p je prvocislo.

Témto prvocislum se velmi vénoval Marin Mersenne, podle kterého se i jmenuji. Prvnimi
Mersennovymi prvoéisly jsou cisla 3,7,31 a 127. Dulezité je, ze s kazdym objevem dalsiho
Mersennova prvocisla dostaneme automaticky dalsi dokonalé cislo, jak jsme si dokazali v
predchozi sekci. Neni tedy prekvapivé, ze dosud zname pravé 48 Mersennovych prvocisel.

V dalsi sekci povime, zZe i ¢isla mohou mezi sebou navazovat préatelstvi :)

1.4 Spratelena cisla

Definice 4. O dvou prirozenych ¢islech m a n fekneme, Ze jsou spratelena, jestlize soucet
délitelu cisla m, které jsou mensi nez m, je roven ¢islu n, a zaroven soucet délitelu cisla n,
které jsou mensi nez n, je roven cislu m.

Napriklad ¢isla 220 a 284 jsou spratelena. Vypisme vSechny délitele cisla 220, které jsou
mensi nez 220:
1,2,4,5,10,11, 20, 22,44, 55, 110.

Pokud tato ¢isla secteme, dostaneme soucet 284. Podobné vypisme vSechny délitele ¢isla
284, které jsou mensi nez 284:
1,2,4,71,142.
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Kapitola 1. Od ¢isel ke geometrii a zpét

Sectenim téchto c¢isel dostaneme 220. Tedy jsou skutecné tato ¢isla spratelené.

Asi nas neptekvapi, ze dosud nevime, kolik existuje dvojic spratelenych ¢isel. Zajimavé
je, ze vSechny dvojice spiéatelenych ¢isel maji stejnou paritu (tj. jsou obé sudé nebo jsou
obé liché). Dosud nezndme zadnou dvojici spratelenych ¢isel, kde by jedno ¢islo bylo sudé
a druhé liché.

Co je vsak prekvapujici, ze v roce 1946 bylo znamo 390 dvojic spratelenych ¢isel. Dnes
jich zname vice nez 12 miliént.

Nase povidani o teorii ¢isel jsme zacinali u vyznamného francouzkého matematika Fer-
mata. Pojdme se nyni podivat, co jsou to Fermatova ¢isla.

1.5 Fermatova cisla

Definice 5. Fermatovo &islo je piirozené éslo ve tvaru 22 + 1, kde n € Ny. Je-li navic
toto ¢islo prvocislem, mluvime o Fermatové prvocislu.

Podle ¢isla n v exponentu se oznacuji F,,. Mame tak Fy =3, Fy =5, Fy = 17, F5 = 257

a Fy, = 65537. Zminénd Fermatova ¢isla jsou zarovein jedinymi znamymi Fermatovymi
prvocisly. Napifklad Fy = 232 + 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.
Do dnesniho dne se matematikum podarilo dokézat, ze Fy, Fg, ..., F3s jsou slozend,

ovSem pouze u Cisel Fy, Fg, ... Fi1 zname rozklad na soucin prvocisel. Do dnesniho dne se
nevi, zda existuje jesté néjaké dalsi Fermatovo prvocislo. Viibec nevime, zda je nekonecné
mnoho slozenych Fermatovych ¢isel, ani to, zda existuje néjaké Fermatovo ¢islo, které neni
tzv. square free.?

Fermatova ¢isla maji veelku velky vyznam v teorii ¢isel. My se podivame na nékteré
jejich zajimavé vlastnosti.

Véta 1.5.1. Pro kaZdé prirozené cislo n plati pro Fermatovo cislo F,,, Ze
F,=(F_,—1)?*+1.

Dikaz. Rozepisujme pravou stranu

2

_ n— 2 n— n
(Fn_1—1)2+1:<22"1+1—1) +1:(22 1) F1=222"" 1 =9 4 1=F,

[

3Je-li ¢islo square free, potom neni délitelné druhou mocninou zadného piirozeného éisla kromé 1.
Naptiklad vsechna prvocisla jsou square free, ¢islo 1001 = 7-11-13 je taktéz square free, oviem 1000 square
free neni, protoze je délitelné druhou mocninou dvojky.
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Kapitola 1. Od ¢isel ke geometrii a zpét

Fermatova ¢isla maji hezky vyznam v geometrii. Jisté jste se zamysleli, které pravidelné
mnohotihelniky dokdZeme sestrojit pouze pomoci pravitka® a kruzitka (bez dhloméru).
Takovymto konstrukcim se tika Euklidovské. Trojuhelnik a ¢tverec snadno. Pétithelnik
trochu nérocnéji, ale taktéz ho dokdzeme sestrojit. Séstitthelnik, osmitdhelnik ano. Na konci
18. stoleti se podatilo Carlu Friedrichovi Gaussovi sestrojit pravidelny sedmnéctithelnik.
Co ale takovy sedmiuhelnik a devitithelnik?

Zacatkem 19 stoleti pravé Gauss formuloval hypotézu o konstruovatelnosti pravidelnych
mnohouhelniku, kterou se podarilo koncem prvni poloviny 19. stoleti dokézat Pierre Want-
zelovi. Nyni tedy pfesné vime, jaké pravidelné mnohouhelniky dokazeme zkonstruovat, coz
nam fekne nasledujici véta.

Véta 1.5.2. Prawvidelny n—uhelnik dokdZeme sestrojit pomoci pravitka a kruZitka prdve
tehdy, kdyz n je mocnina c¢isla 2 nebo se jednd o soucin mocniny ¢isla 2 a rizniych Ferma-
tovyjch prvocisel.

Bohuzel si toto tvrzeni neumime dokdzat. Dava nam ale odpovéd na to, Ze nedokdzeme
sestrojit ani pravidelny sedmitihelnik, ani devititihelnik.

Zustanme jesté chvili u geometrie. Je zajimavou otazkou, co vlastné muzeme sestrojit
pouze pomoci pravitka a kruzitka. Tuto otazku si pokladali matematici jiz ve starovéku.
Vznikly zde tzv. Starovéké geometrické problémy:.

1.6 Starovéké geometrické problémy

Mezi starovéké geometrické problémy patii zdvojeni krychle, trisekce ihlu a kvadratura
kruhu. Pojdme si tyto problémy postupné predstavit.

Zacnéme zdvojenim krychle a povésti tykajici se tohoto problému. V mésté Atény vy-
pukl mor. Obyvatelé vyslali na ostrov Délos své posly, aby se zeptali ve véstirné, co si maji
pocit. Ordkulum jim odpovédélo, ze se maji vratit zpét do Atén a maji zdvojnasobit sviij
krychlovy oltar, pricemz maji zachovat jeho tvar. To ze bude stacit. Aténané si vsak s timto
problémem nedokazali poradit, protoze se jim vubec nepovedlo sestrojit hranu krychle s
dvojnasobnym objemem.

Uvedeny problém se nam podaii vytesit, pokud se nam euklidovsky podaii sestrojit
tsecku délky /2, protoze pokud si oznaéime 1 délku hrany pavodnf krychle, potom krychle
majici dvojndsobny objem mé hranu pravé délky /2.

Tento problém dostal pojmenovani zdvojeni krychle a nékdy se mu téz tika Délsky
problém. Spousta matematiku se snazila tento problém vyfeSit. My si zde predstavime
jedno z teseni, které namisto klasického rovného pravitka bez jednotek vyuzivéa pravitko,
které obsahuje jednotku.

Sestrojme rovnostranny trojihelnik ABC'. Protdhnéme stranu AB v piimku a sestrojme
bod D tak, aby byl bod B stfedem tisecky AD. Sestrojme poloptimku DC'. Nyni provedeme

4pravitko bez jednotek
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Kapitola 1. Od ¢isel ke geometrii a zpét

onu ,neeuklidovskou* konstrukeci. Vezméme pravitko a prilozme ho do bodu A prave tak,
aby pruseciky s polopitimkami BC' a DC' mély vzdélenost 1. Oznacme tyto pruseciky po
radé H a G tak, jak je na obrazku

D

Délka tsecky AC bude nyni pravé v/2. Bohuzel jsme viak vyuzili konstrukee, kterd nenf
euklidovska.

Matematikim se po vice nez 2000 let nedafilo si s timto problémem poradit. A tak
zaCala panovat predstava, ze to euklidovsky mozné neni. Velkym posunem bylo objeveni
analytické geometrie. Ta nam jakykoliv geometricky problém dokéaze prevést na problém
algebraicky. Matematici tedy zacali zkoumat, jaka realnd cisla vlastné dokazi pomoci
pravitka a kruzitka sestrojit. Roku 1837 se podafilo jiz zminovanému Pierre Wantzelovi
dokézat, ze prave éfslo /2 neni zkonstruovatelné. Naznacme si ideu tohoto dikazu.

Jednozna¢né umime zkonstruovat vsechna racionalni ¢isla. Pokud uvazujeme konstrukce
piimek a jejich pruseciku, tak v analytickém vyjadreni maji primky takovou obecnou rov-
nici, ze proménné x, y jsou v prvini mocniné. Kdyz uvazime kruznice, tak maji ve stiedovych
rovnicich obé proménné ve druhé mocniné. Odtud lze vidét, pokud konstruujeme pouze
pruseciky primek, kruznic a primek a kruznic, dokazeme sestrojit pravé takové odmocniny,
které jsou mocninou dvojky, proto v/2 nenf konstruovatelné éislo.

Poznamenejme, ze jsme zde popsali pouze zakladni myslenku tohoto dikazu. Ke kom-
pletnimu dukazu bychom pottebovali trochu vice znalosti z matematického oboru nazyva-
ného algebraicka teorie ¢isel. Nicméneé je zde krasné vidét, jak objevem néceho zdanlive
nesouvisejictho s konstrukéni geometrii (tj. objevenim souradného systému) dokazeme fesit
problémy, které jsme dosud vubec fesit nedokazali.

Druhym slavnym starovékym geometrickym problémem je trisekce ihlu. Jde o problém
rozdeélit pouze pomoci pravitka a kruzitka libovolny 1ihel na tfi stejné velké 1ihly. My snadno
umime uhly pulit, zde je ale mame tretit. Opét az v 19. stoleti bylo dokazéno, ze to neni
mozné. Idea dikazu je stejnd, jen bylo dokdzdno, Ze nelze nelze sestrojit cos g, coz je
ekvivalentn{ k tomu, Ze nemuzeme rozttetit thel o velikosti 3.

My si zde opét ukdzeme konstrukci, ktera opét nebude euklidovska, tentokrat bude

zalozend na origami®.

5Qrigami je prastaré uméni sklddani papiru pochdzejici z Japonska. Ptivodné pouze sklddani riiznych
objekti ma nyni i své aplikace v ruznych védnich oborech a to nejen v matematice. Origami se napiiklad
vyuzivd v mediciné pii transportu implantatu cévami, v astronomii pii dopraveé solarniho panelu k vesmirné
stanici a podobné.
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Pojdme dokézat, 7Ze skuteéné takto miizeme roztietit libovolny 1hel. Zaved me nejprve
oznaceni, jako je na obrazku nize.

Ziejmé hrany, které by meély urcovat tretiny dhlu 6, prochazi bodem A. Z osmého
obrazku ,origami konstrukce* plyne, ze a = . Dokazme nyni, ze jsou trojuhelniky AA’B’
a AB'C’ shodné. Z konstrukce provedené ve tfeti obrazku dostavame, ze |AB| = |BC| a
tedy i |A'B’| = |B’C"|. Oba trojihelniky maji spole¢nou stranu AB’.

A konecné, z konstrukce provedené na patém obrazku obdrzime, ze hrana AB’ je kolma
na A’C’. Podle véty SUS jsou tedy trojuhelniky AA’B’ a AB'C’ shodné. Tedy v = § =

0

Oé:§.

Zopakujme ale, Zze toto byla konstrukce s vyuzitim origami, nikoliv opét konstrukce
euklidovska.

Poslednim starovékym geometrickym problémem je kvadratura kruhu. Mame kruh s
danym polomérem a chtéli bychom sestrojit ¢tverec, ktery bude mit stejny obsah jako
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uvedeny kruh. M4-1i kruh polomér 1, potfebujeme sestrojit usecku délky /7. Obecné
¢islo 7 bylo pro matematiky velkou vyzvou v kazdém obdobi. Az v roce 1882 se podarilo
némeckému matematikovi Ferdinandu von Lindemannovi dokézat, ze ¢islo 7 je transcen-
dentni, coz znamend, Ze neni kofenem zadného polynomu s celo¢iselnymi koeficienty.

Po celo dobu, co se snazili matematici dokazat, ze je w transcendentni, vznikaly ptiblizné
konstrukce, jakym zpusobem sestrojit ¢islo 7. My si zde ukazeme jednu z téchto konstrukci
a to Kochanského rektifikaci, pojmenovanou po polském matematikovi Adamu Adamandy
Kochanském.

Sestrojme kruznici se sttedem S a polomérem 1 a vyznac¢me v ni libovolny prumeér XY
V krajnim bodé X sestrojime tecnu a na nf najdeme bod A tak, aby [<XSA| = %. Potom
sestrojme bod D na polopiimce AX tak, aby |AD| = 3.

Kochansky potom tvrdil, ze délka tusecky DY je piiblizné .

Pojdme si délku tsecky DY vyjadrit presné. Jisté |XY| = 2. Z trojihelniku AXS

vypocitame, ze |AX| = \/?g Potom |XD| = 3 — \/Tg = %g. 7 Pythagorovy véty pak
dostaneme, ze

9 — /3)?
IDY| = \/4+% — 3.1415333 ...

Tedy od cisla 7 se toto ¢islo lisi az na pozici statisicin.

m = 3.1415926 . ..

Je zajimavé, ze ackoliv jesté nebylo dokdzano, Ze jsou starovéké geometrické problémy
netesitelné, odmitla patizska akademie véd ptijimat dukazy o tom, Ze to fesitelné je. Co je

e

nékterého z uvedenych problému. Odbornici se pak snazi najit v jejich ivahach chybu.

Timto opoustime problémy z oblasti teorie ¢isel. Ukazali jsme si, ze je to velmi Siroky
obor matematiky, ktery nam muze dat uzitetné néstroje i do geometrie. V této kapitole
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jsme se zminili o Velké Fermatové vété, prvociselnych dvojcatech, dokonalych ¢islech, Fer-
matovych ¢islech, které nas zavedly na pudu geometrie. Starovéké geometrické problémy

pak byly naopak dokazany pomoci nastroju teorie ¢isel. Je hezké, jak si mohou byt jed-
notlivé oblasti matematiky ndpomocny.
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Kapitola 2

Problémy v diskrétni matematice a
dalsi problémy z geometrie

Diskrétni matematika je oblast matematiky, ktera mimo jiné v sobé zahrnuje kombinato-
riku, teorii grafu, teorii her a tfeba také teorii ¢isel. My se v této kapitole podivame na
problémy z oblasti teorie grafii a kombinatoriky.

Zacnéme teorii grafu. Jedna se o moderni oblast matematiky, ktera ma siroka uplatnéni.
Graf je mnozina vrcholi a hran mezi vrcholy.

Ony vrcholy mohou symbolizovat napiiklad mésta, hrany pak napiiklad silnice mezi
meésty. Dale pak mohou byt vrcholy naptiklad autobusové a tramvajové zastavky a hrany
cesty mezi nimi. Hrany mohou mit i ¢iselnd ohodnoceni a muzeme naptiklad hledat nej-
kratsi cesty mezi dvéma vrcholy. K tomu mame radu algoritmu, zminme napiiklad Dijkstriv.
Dané ohodnoceni muze znamenat také kapacitu dané cesty nebo potrubi a muzeme zkou-
mat, kolik nejvice dané suroviny muzeme prepravit danymi cestami. Uplatnéni teorie grafu
jsou Siroka.

My si zde ukdzeme jeden z nejznameéjsich problému teorie grafu a to na problém ¢tyt
barev.

2.1 Problém c¢tyr barev

V roce 1852 se Francis Guthrie pokusil obarvit mapu anglickych oblasti a podafilo se mu to
obarvit étyfmi barvami tak, Ze zadné dvé sousedni® oblasti nemély stejnou barvu. Polozil
si otazku, zda se mu to podaii u kazdého statu. Na obrazku vidime naptiklad obarveni
jednotlivych statu svéta.

Tato veelku jednoducha otazka zaujala matematiky a pokouseli se dokazat, ze tomu tak
skutecné je. Kompletni dikaz ndm dala ale az v roce 1976 dvojice matematikii Kenneth
Appel a Wolfgang Haken. Dukaz vsak vyuziva dlouhych vypoctu, kde pomoc pocitace se
prochazi velké mnozstvi konfiguraci, které ndm mohou na mapé nastat. Pravé diky tomu,

17Za sousedni povazujeme ty, které maji spoleénou hranici - nestaéi tedy jeden bod.
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ze se v dukazu vyuziva pocitace, je nékterym matematikum trnem v oku a snazi se najit
dukaz elegantnéjsi.

A jak to souvisi s teorii grafu? Pokud si kazdy stat predstavime jako vrchol a hranou
spojime ty vrcholy, které symbolizuji dva sousedni staty, prevedeme problém barveni statu
na barveni vrcholi daného grafu. Chceme tedy obarvit vrcholy grafu tak, aby zadné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu. Poznamenejme, ze vrcholum, které jsou
spojené hranou, budeme tikat sousedni vrcholy.

Na obrazku vidime pfevod mezi mapou a grafem.

My si zde ukazeme, ze dokazeme libovolnou mapu obarvit pomoci Sesti barev. K tomu
vyuzijeme pozorovani, ze v kazdé mapé existuje stat, ktery ma nejvyse pét sousedu. Toto
tvrzeni si nedokazeme, nicméné budeme ho potiebovat vyuzit.

Véta 2.1.1. KazZdou mapu v roviné dokdZeme obarvit nejvyse Sesti barvams tak, aby Zddné
dva sousedni staty nemély stejnou barvu.

Diikaz. Predstavme si danou mapu pomoci grafu a dokazme dané tvrzeni matematickou
indukei vzhledem k poctu vrcholu.

1. Tvrzeni ziejmé plati, je-li pocet vrcholu mensi nebo roven Sesti. Kazdou oblast
obarvime jednou barvou a mame hotovo. Bazovy krok je tedy trivialni.
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2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny grafy majici 1,2, 3, ...k vrcholu. Tedy
predpokladejme, ze kazdy graf reprezentujici rovinnou mapu majici k£ a méné vrcholu
muzeme obarvit nejvyse 6 barvami.

3. Dokazujme nyni pro graf (mapu) majici k£ + 1 vrcholu (oblasti - statu). V uvodu
pred touto vétou jsme si tekli, ze v kazdé mapé existuje stat majici nejvyse pét
sousedu. Tento stat reprezentuje néjaky vrchol, kterému rikejme v. Podle indukéniho
predpokladu muzeme obarvit zbytek mapy (kromé vrcholu v) 8esti barvami. Vrchol
v Ma nejvyse pét sousedtl, tedy ho muzeme obarvit zbyvajici barvou. A mame graf
obarveny Sesti barvami.

]

Podobnym zpusobem by se dalo dokéazat, ze lze kazdou mapu obarvit péti barvami.
nelze ho tak jednoduse obarvit, jako jsme to udélali v predchozim dukazu.

Zajimavou otazkou je, pokud bychom chtéli kreslit mapy nikoliv do roviny, ale na jiné
plochy. Pokud napiiklad uvdzime torus (anuloid), coz si muzeme predstavit jako donut,
nebo pneumatiku, bude potieba na obarveni vzdy nejvyse 7 barev. Ukazme si piiklad mapy,
na kterou je potieba skute¢né 7 barev.

Na prvnim obrazku je list, na kterém jsou nakresleny jednotlivé oblasti a jsou obarvené
oranzove, cervené, svétle modfe, tmavé modfte, fialove, zelené a Sedé. List stoc¢ime do roury,
coz vidime na druhém obrazku. Poté rouru zato¢ime dokola a slepime a dostaneme torus
(anuloid). Kazd4 z barevnych oblasti sousedi s ostatnimi. Tedy na tuto mapu je skutecné
potieba 7 barev. To, ze nam ale staci vzdy 7 barev, si vSak nedokazeme.

Pojd'me se podivat na dalsi problém souvisejici s barvenim grafi. Dosud jsme se bavili
o barveni map. Tedy se ndm hrany prislusného grafu nemohly ktizit. Takovymto grafum
fikame, ze jsou rovinné. Piikladem grafu, ktery neni rovinny, tedy ho nedokazeme nakreslit
bez kiizeni hran, je graf oznacovan Kj a nazyvan uplny graf na péti vrcholech. Ten si
muzeme predstavit jako pétici vrcholu, pficemz hranou jsou spojeny kazda dva vrcholy.
Jak to ale vypadd s barvenim nékterych grafu, které nemusi byt rovinné rovinné? Zde je
bohuzel odpovéd mnohdy jesté nenalezna.
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2.2 Hadwiger—Nelsonuv problém

Hadwiger—Nelsonuv problém se tyka grafu, ve kterych je vzdalenost kazdych dvou sou-
sednich vrcholu rovna 1. Otazkou je, kolika nejméné barvami muzeme obarvit vrcholy ta-
kovychto grafii, aby zddné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Na obrazku vidite
graf se sedmi vrcholy, na jehoz obarveni staci 4 barvy.

Bylo dokazano, ze odpovédi je jedno z cisel 4, 5, 6, nebo 7. Zajimavé také je, pokud
bychom tento problém rozsitili do trojdimenzionalniho prostoru, opét bychom nevédéli,
kolik nejméné barev je potieba. Zde je dokazano, ze bude nutné 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, nebo 15 barev.

Od barveni grafu se presunme ke geometrii. Ackoliv by se mohlo zdat, ze euklidovska
geometrie je jiz natolik probddanym oborem, ze nevytesené problémy budou velmi kom-
plikované, opak je pravdou. Ukazme si nékolik prikladu.

2.3 Gaucovy problém

S timto problémem se jiz setkal asi kazdy. Stéhujete nabytek a premyslite, jak mate s danou
skiini, ¢i s gaucem, projit chodbou ptes dany roh. Tuto otazku si také polozili matematici
a zajimalo je, jaky nejvétsi obsah muze mit rovinny tdtvar, se kterym projdete chodbou ve
tvaru pismene L.

_

Pokud bude sitka chodby 1, fikejme maximalnimu obsahu utvaru, se kterym projdete
chodbou, gaucova konstanta. Britsky matematik John Hammersley nalezl gau¢ s obsahem
3+ % = 2,2074. Také se mu podafilo dokézat, ze gaucova konstanta je nejvyse 2 - v/2 =
2,8284. Bohuzel, dosud se nikomu nepodafilo dokazat, jaky bude skuteéné ten nejvetsi
obsah.

Obsahu néjakého ttvaru se tyka i dalsi nevyteseny problém.
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2.4 Cervi problém

Tento problém formuloval roku 1966 rakousko-kanadsky matematika Leo Moser. Predtavme
si, ze mame né&jakou spojitou rovinnou kiivku, kterda ma délku 1. Prikladem muze byt
usecka, pulkruznice nebo néjaka vinka, ale délky 1. Leo Moser si polozil otazku, jaky bude
minimalni obsah tutvaru, do kterého se vejde jakakoliv takovato krivka délky 1.

Snadno se vidi, ze kazda takovato krivka se vejde do kruhu o poloméru % Taktéz je
mozné pouzit kosoctverec s vnitinimu thly % a %”, ktery bude mit thlopticku dlouhou
1. Toto vsak rozhodné nejsou nejmensi mozné utvary. A tak nam tato otdzka zustava
nezodpovézena.

2.5 Siteé

Dalsi geometricky problém se tyka siti téles. Vime, Ze nékters télesa maji sit, jind nemaji.
Télesum, kterd maji sit, fikdme rozvinutelnd. Jejich piikladem je tieba krychle, jehlan
a dalsi. Pifkladem télesa, které nemd sit, je tieba kulova plocha ¢i jiz zminény anuloid.
Dalsimi takovymi télesy mohou byt tfeba konoidy. Ty se velmi ¢asto vyuzivaji ve staveb-
nictvi k zastieseni ruznych objektu. Jednim takovym prikladem je Kiiperuv konoid, ktery
vidime na obrazku.

Takovychto téles je kolem nés spoustu. Jen ¢lovéka mélokdy napadne se na né podivat
okem matematika. Nés ale protentokrat nebudou zajimat plochy uzivané ve stavebnictvi a
v architekture, ale podivame se na télesa hranata.

Jednim typem takovychto téles jsou pravidelna télesa. Témito télesy se zabyval jiz
Platon a tak jim nékdy tikame platénska. Platénskym télesem rozumime konvexni mno-
hostén, jehoz stény jsou pravidelné mnohouhelniky, pro ktery plati, ze v kazdém vrcholu se
sbiha stejny pocet stén. Nasledujici tvrzeni nam popisuje vSechny pravidelné mnohostény.
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Veéta 2.5.1. Existuje prdve pét platonskiych téles. Jsou to pravidelny ctyrstén, krychle,
pravidelny osmistén, pravidelny dvandctistén a pravidelny dvacetistén.

Diikaz. Uvazujme pravidelné mnohothelniky, které mohu byt sténami platonskych téles.
V jednom vrcholu se muze sejit nejvyse 5 rovnostrannych trojihelniki, jinak by uz nevy-
tvorily prostorové téleso, nejvyse 3 ¢tverce i pétiuhelniky. TTi Sestiihelniky by jiz nevy-
tvorily prostorové téleso. Pro 3 trojuhelniky dostavame pravidelny ctyrstén, pro 4 troju-
helniky pravidelny osmistén, pro 5 trojuhelniku dvacetistén. Pro ¢tverce mame krychli a
kone¢né pro pétithelniky mame pravidelny dvanactistén. ]

Platénskych téles se tyka spousta zajimavych tvrzeni. Zminme napiiklad, ze pokud
spojime hranami stfedy sousednich stén pravidelnych mnohosténu, dostaneme vzdy opét
pravidelny mnohostén. Takto vzniklym télesum fikame dualni télesa. Ke krychli je dudlni
osmistén, k osmisténu krychle, k dvanéactisténu dvacetistén, k dvacetisténu dvanactistén a
ke ¢tytsténu Ctyrstén.

U vsech platénskych téles miZzeme sestrojit jejich sit. Na obrazku vidite napiiklad sit
dvanactisténu a dvacetisténu.

By W

Roku 1975 si britsky matematik Geoffrey Colin Shephard polozil otazku, zda kazdy
konvexni mnohostén m4 svoji sit, tedy zda kaZdy konvexni mnohostén dokdzeme slozit z
jednoho kusu papiru. Tato otazka je bohuzel dosud nezodpovézena a velmi casto se ji iké
Diirerova domnénka. Opét je to velmi jednoduchy problém na pochopeni, ktery je vsak
dosud nevyftesen.

Dalsi dva problémy se budou tykat oblasti matematiky, které se fika kombinatoricka
geometrie. Ta se nas napiiklad ptda na otazky, na kolik ¢asti nam muze rozdélit rovinu
nekolik utvaru, v kolika bodech se protinaji dané kiivky, ¢i kolika ttvary muzeme pokryt
(prekryt) jiny utvar.
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2.6 Trojuhelnikovy problém

Kobon Fujimura formuloval néasledujici problém: Kolik nejvyse nepiekryvajicich se troju-
helnikt dokazeme vytvorit pomoci n usecek? Na obrazku vidime, jak to vypadd pro n = 3,
n =4 an = 5. Snadno se ovéri, ze na vice trojihelniki se nam to v ani jednom piipadé

nepodari.

Jak je to ale s vétsim poc¢tem primek? To bohuzel dosud neni znamo. Zminme se jen, ze
Saburo Tamura dokazal, ze pocet trojuhelniku, které lze vytvotit pomoci n piimek, neni

vetsi nez
n-(n—2)
3 )

kde symbolem |a| znac¢ime dolni celou ¢ast redlného ¢isla a, tj. nejvétsi celé cislo, které

je mensi nebo rovné a.
V roce 2005 T. Suzuki vytvoril z 15 piimek celkem 65 trojihelniku. Z ptedchoziho
vztahu plyne, zZe je to skuteéné maximalni pocet.

=)

2.7 Hadwigerova domnénka

Dalsim problémem kombinatorické geometrie je pokryvani. Piedstavme si, ze mame rov-
nostranny trojuhelnik. Ten se nam podaii prekryt pomoci tii mensich rovnostrannych
trojuhelniktu. Dva nam jisté nestaci, protoze zde mame tfi strany puvodniho trojuhelniku
a na pokryti kazdé z nich potfebujeme nejméné dva mensi trojihelniky.

Obdobné muzeme uvazovat ¢tverce. Na ty nutné potiebujeme ¢tyti mensi ¢tverce. Jak to
vypada obecné? Kolik mensich utvarta potfebujeme na pokryti daného konvexniho utvaru?
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Hadwiger (a na ném také nezavisle Levi) formuloval svoji domnénku, ze kazdy konvexni
utvar v n dimenzionalnim prostoru lze pokryt nejvySe pomoci 2" mensich kopii daného

s_o F*= /

Pro n = 2 mame situaci v roviné. Pravé Levi v roce 1955 dokéazal, ze kazdy konvexni
utvar v roviné muzeme pokryt pomoci ¢tyt mensich kopii.

Jiz ale v tfirozmérném prostoru je situace dosud neobjasnéné. Bylo dokazano, ze kazdy
konvexni ttvar v prostoru muzeme pokryt pomoci Sestnacti mensich kopii, nicméné Hadwi-
gerova, domnénka hovoii o osmi.

Ptes kombinatorickou geometrii se dostavame k problému ryze kombinatorickému. V
posledni ¢éasti si budeme povidat o problému 36 dustojniku.

2.8 Problém 36 dustojniku

Problém 36 dustojniku formuloval Leonard Euler a jde o to, ze mame usporadat 36
dustojniku Sesti ruznych pluku a 6 ruznych hodnosti do ¢tverce 6 x 6 tak, aby v kazda rade
i kazdém sloupci byli dustojnici vSech hodnosti i vSech pluk.

Symbolicky muzeme tuto tlohy vyjadrit pomoci geometrickych dtvari. Mame je sesta-
vit do ctverce tak, aby v kazdém tadku i kazdém sloupci byl zastoupen kazdy utvar i kazda

XEOAOK
XOOAO%
XEOAOW
XEOAOK
XODOAOK
XEOAOYK

Euler se domnival, ze takovéto usporadani neni mozné. Domnival se, ze nikdy se mu
nepodaii uspofddat n? dustojniktt n riznych hodnosti z n plukii danym zpusobem pro
zadnd prirozena cisla, kterda davaji po déleni ¢tyimi zbytek dvé. Nicméné se mu to ne-
podafilo dokazat. Na obrazku muzeme vidét, ze pokud bychom méli 25 dustojnika, 5
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ruznych plukt a péti ruznych hodnosti, potom by se ndm je podarilo usporadat do ¢tverce
tak, aby v kazdém tadku a v kazdém sloupci byla zastoupena kazda hodnost i kazdy pluk.

XO%HEA
HAXOY
OXLAX
AXO% B
WHAX®

Uloha o 36 dustojnicich mé tzkou souvislost s latinskymi ¢tverci. Latinsky ¢tverec tadu
n je tabulka majici n fadku a n sloupcu, ve které jsou vepsany cislice od 1 do n tak, aby
v kazdém tadku a kazdém sloupci bylo kazdé ¢islo praveé jednou.

Je vidét, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje latinsky ctverec fadu n. Staci totiz do
prvniho tfadku zapsat ¢isla od 1 do n vzestupné, do druhého tadku zacit psat od dvojky
do n a na konec déat jednicku. A kazdy dalsi tadek opét o jedna posunout.

Ptedstavme si nyni dvé latinské ¢tverce tretiho tadu, jako je vidime na obrazku. Pokud
je nyni spojime v jeden, bude zde kazda dvojice ¢isel pravé jednou.

11213 123 11 22 33
21311 3121 23 31 12
3112 2131 32 13 21

Takovymto latinskym ¢tvercim fikame, ze jsou ortogonalni. Je zde vidét i souvislost s
problémem 36 dustojniku. V této tloze totiz hledame dva ortogonalni latinské ctverce
Sestého tadu (jeden symbolizuje hodnost, druhy pluk). Jak jsme jiz zminili, Euler se
domnival, ze neexistuji dva ortogonalni latinské ¢tverce pro zadné prirozené cislo n tvaru
4k 4+ 2 (k € Ny). Az v roce 1960 se podafilo dokazat, ze Fulerova domnénka byla chybna.
Existuji totiz dva ortogondlni latinské ¢tverce pro kazdé prirozené ¢islo n s vyjimkou n = 6
an=2.

Na zavér naseho povidani jesté poznamenejme, ze latinské ctverce se vyuzivaji pri
sifrovani ke kontrolam prenesenych kodu.
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ZAveér

Z.aver

A co tici zavérem? Seznamili jsme se s nékterymi otevienymi a nékterymi nedavno vy-
feSenymi problémy matematiky. Takovychto problému je velké mnozstvi, af uz v teorii
¢isel, v teorii grafu, v kombinatorice, ale i v dalsich oborech jako je algebra ¢i matematicka
analyza. Matematika se tedy nikterak nelisi od ostatni véd. Také objevuje nové a nové
skutecnosti, ¢imz zase nastoluje dalsi a dalsi otazky. Jen se matematice nevénuje tolik
pozornosti a presto ji kazdy den vyuzivame, kdyz posilame penize z tuc¢tu na ucet, kdyz
se prihlasujeme ke svému mailovému ¢i facebookovému 1ctu, kdyz hledame nejrychlejsi
spoj do Skoly. Divame se, jak kolem n&s rostou nové a nové budovy, vkladame i pujcujeme
si penize od ruznych finan¢nich instituci, obdivujeme genialitu gotickych architektu. Svét
kolem nés je plny matematiky, jen se staci dobfe podivat. A ackoliv muze byt matematika
obtizna a naro¢nd, to ji rozhodné neubira na jeji krase. Ba naopak. A i ptes jeji obtiznost
jsme si zde dokazali predstavit dosud nevytesené problémy. . .

No a co dale? V zavérecné lekci se podivame, jak se matematika dostala do svych krizi a
jak se z nich opét dostala. Také se podivame na dukazy prazvlastnich tvrzeni, ktera urcité
neplati, presto se nam je podafi dokazat. Samoziejmeé si vSe nakonec fadné zduvodnime.
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