Jak se lisi realna cCisla od
racionalnich?
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Strucné receno:

jsou napt. 1, 0, -3, 3. jsou vSechna £isla ¢eld a také poméry celyeh
Cisel, napt. tfi Ctvrtiny. Kazdé je zaroven i realné, ale naopak ne kazdé realné cislo
je . Téchto tzv. ,iracionalnich“ cisel je dokonce naprosta vétSina (jak uvidime pozdéji).
Jak to? — je snadna otazka, ale nesnadna odpovéd’. Zacnéme od zacatku:

Neni Cislo jako Cislo

Lidé pocitali od nepaméti, vZdyt i zvifata jako napf. mravenci, koné nebo papouskové pouZzivaji
a dobre ovladaji prirozena cisla [1]. Kdo obchodoval, ten vidycky musel secitat a odcCitat, aby
védél, kolik ¢eho mu zbyva ve skladu a kdo komu kolik dluzi — nékdy se dopocital Gisel zdpornych',
protoZe (jak fikavali uZ stafi Kenaanci) i prodélek je k3eft, jindy mu zase vysla ¢ista nula [2]. Uroky
a zisky se poméruji vzhledem ke vkladiim nebo vydajim — a hle: jsou na svété poméry, uméra a
zlomky®. KdyZz ¢lovék pozved] o€i k nebi a sledoval, jak se pohybuje slunce ve dne a hvézdy v noci,
zacal mérit uhly a cas. EgyptSti felahové, kterym Nil kaZdorocné zaplavil jejich policka, zase
museli umét vZdycky znovu vymeéfit svoje pozemky, dédéné po generace z otcli na syny. K tomu
potfebovali méfit a pocitat prinejmensim vzdalenosti a thly. V tomto uméni dosahli mistrovstvi
stavitelé chrami a pyramid, ktefi navic z praméru kruhu uméli spocitat jeho obved a naopak.
Zmétili totiZ, Ze obvod (neboli perimetr m) kruhu je 22 sedmin prtiméru (diametru d) s presnosti
témét 0,1%, coZ pro praktické tcely bohaté staci’. S témito znalostmi pak Eratosthenes* dokazal
dokonce zméfit a spocitat obvod zemékoule s chybou asi jen 10% — coz je praveé ta informace, ktera
o néjakych 1700 let pozd€ji chybéla Kolumbovi, aby pochopil, Ze nedoplul do Indie, nybrZ objevil
Ameriku.

Tak se lidé od cisel prirozenych (danych Zivackim matkou prirodou) dostali K& €isiimn celyi a
(ktera jsou pristupna bytostem rozumnym). se nazyvaji ,racionalni“
pry podle latinského ,,ratio® (divod, vztah, ¢i pomér — protoZe velikost Citatele je poméfovana veli-
kosti jmenovatele) a znaci se Q (,,quotient®, coZ také znamena ,,pomér) [3].

Pak ovSem jeSté zbyva dost zajimava otazka: Jak moc zaplni [ESERENNREEE Ciselnou osu? Vy-
Cerpaji vSechny body Ciselné osy? Zobrazi se kazdé [EEEREINKEENE jako jeden bod a bude kazdy
bod zobrazovat praveé jedno cislo?

Aristotelés v Kategoriich [4] rozliSuje mezi ,nepretrzitosti“ pfimky sloZené z bodt a ,,pretrZito-
sti“ mnoZziny Cisel prirozenych (my muZeme ovsem uvazovat celou mnoZinu £isel celich®). Kazdé
cele 1510 ma na Ciselné ose jednoho souseda zleva a jednoho zprava (napf. jako jednicka v posloup-
nosti 0, 1, 2). Body na pfimce vSak sousedy nemaji a mit nemohou, protoZe mezi kaZdymi dvéma
body se nachazeji dalSi body. TotéZ plati i pro na Ciselné ose.

Zaporna Cisla zacali pouZivat matematici v Indii v 6. nebo 7. stoleti n.1., v Evropé azZ od 17. stoleti, viz [12]

cele cislo se ,,rozdéli“ ¢i ,rozlame“ na stejné dily

Jde o Ludolphovo ¢islo mt = 3,1415... zatimco 22 / 7 = 3,1428..., viz [19]

Eratosthenes (276-194 pr. n. 1.) byl zakladatelem védecké geografie a kartografie, znalcem historie a literatury a ta-
ké mj. basnikem. Obvod Zemé odkrokoval, zméfil ihlomérem a dopocital trojclenkou, kdyZ pisobil v alexandrijské
knihovné, viz [20]. Nejvic se proslavil ,,Eratosthenovym sitem“, dodnes pouZivanou metodou hledani prvocisel.

5 V dobé Pythagorové ani Aristotelové se v oblasti hellénské kultury nepocitalo se zapornymi €isly ani s nulou.
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Obrazek 1: Priklad ciselné osy s nékolika vyznacenymi raciondlnimi Cisly

Vsimnéte si, Ze Ciselnd osa usporada cisla do posloupnosti (mensi vlevo, vétSi vpravo). Toto
usporadani® je v pripadé [EISENEIMEIREEE| , nepietrZité“ neboli husté. Uspofadani bodi do pFimky
je také husté.

Zaplni tedy vSechny body Ciselné osy? Nezaplni: ¢iselnou osu ani zdaleka
nevycerpaji. Nejde jen o to, Ze mezi kazdymi dvéma je na Ciselné ose mnohem
vic neZ jen jedno dalsi .7 Problém je v tom, Ze posloupnost bodd na piimce je
mnohem hustSi neZ posloupnost na Ciselné ose. MiiZeme si to predstavit tak, Ze
v husté posloupnosti stale jeSté zlistadvaji mezery, protoZe pri usporadani podle
velikosti jsou mezi vloZena jeSté jina Cisla, a to €isla iracionalni®. V kazdé mezete
se totiZ nachdzi pravé tolik iraciondlnich ¢isel, kolik je vSech bodt na ose.’ To je zdanlivé paradoxni
vlastnost realnych cisel, kterou vysvétlil az Georg Cantor nékdy po roce 1870 a my se k ni vratime
v zaveéru tohoto vypravéni podrobnéji.

Straslivy pfibéh Pythagorova u€ednika

Pythagoras (7il zhruba 570 — 495 pk. n. 1) byl z Gplné nadsen. V@il totiz, Ze
vSechny pfirodni jevy a déje se jevi a d€ji v pomérech malych prirozenych cisel a snaZil se to taky
dokazat. Kromé toho, Ze véril v mystiku Cisel a v prevtélovani nesmrtelnych dusi, byl také
vegetarian, muzikant, basnik, ucitel a filosof [6]. Slovo ,filosof* snad pry pochazi pfimo od néj —
mél totiZ tidajné opravit jakéhosi pochlebovace, Ze neni ani tak ,,moudry“, jako spiS ,,moudrost
milujici®, tedy filosofos. Vedl Skolu ve mésté Kroténu (dnes
Crotone na vychodnim pobfteZi Kalabrie v jiZni Italii). Jeho Zaci
se délili na ,,akusmatiky“ (pasivni poslusné posluchace) a (asi
pokrocilejsi)  ,mathematiky”“ (badatele aktivné studujici
pythagorejskou nauku)™.

Pythagoras se zabyval také ladénim lyr a objevil, co si
miZeme snadno vyzkousSet napf. na kytafe nebo na houslich.
Dotkneme-li se kmitajici struny presné uprostfed, zméni se tén o
oktavu vyS. Bud mutizeme strunu pritisknout k hmatniku, takze
bude kmitat jen ptl struny, anebo letmym dotekem vytvofime uprostied kmitajici struny ,,uzel®,

Obrazek 2: Kmitani strun

6 Pozdéji uvidime, Ze jiné usporadani [EISEREINMEINEEA| bude ,,pretrZité®.

7  Problém dokonce neni ani v tom, Ze totéZ co pro body na pfimce plati obdobné i pro body na tise¢ce. Usecka sice
neni pfimka, ale bodd na tisecce i na pfimce je stejné velké nekonecné mnozstvi. Podobné: sice
neni cely obor |E@EIRENGES], alem v intervalu je stejné velké nekonecné mnoZstvi jako
mnoZstvi vSech [EEREINIENEES]. Vice a podrobnéji viz vysvétlivka Podivné vlastnosti nekonecen

8 VsSechna [feldle)lellili a iracionalni cisla tvoii dohromady mnozinu cisel realnych.

9 Nenechte se zmast: nejde o to, Ze pfimka je nekonecné dlouha ani Ze obor realnych ¢isel nema horni a dolni mez —
totéZ co pro primku a obor realnych cisel plati i pro dsecku a redlny interval. Jde o hustotu a déravost mnozin — coz
(uznavam) je fakt dost husty. Holt neni nekonecno jako nekonetno a celou osu nevyplni &isla [EISIMNE, nybrz az
Cisla realna.

10 Vypada to, Ze od Pythagora pochazi i pojmenovani matematiky.
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ktery rozptli dlouhou ,kmitnu“ (tj. vlastné stojatou vinu) na dvé kratké (a zahrajeme flaZolet).
Rozptilenim viny se zdvojnasobi frekvence a tedy i vyska ténu.!’ Podobné&: kdyZ nechdme znit /5
struny, ton se zvysi o ,,velkou tercii“ (nap¥. z G na H), pfi tfech ¢tvrtinach o kvartu (napt. z G na C)
a pri dvou tfetinaich o kvintu (napf. z G na D). Hrajeme-li tony postupné, vznika melodie.
Zahrajeme-li je soucasné, vznikne akord — harmonie. Pythagoras Sel ovSem ve svych tvahach tak
daleko, Ze ze souzvukil strun odvodil ,hudbu sfér“ — harmonii zemé, nebeskych sfér a kosmu
vubec, viz [7] — a to vSe v pomérech malych prirozenych cisel.

Pak se ale stalo néco, co necekal. Ucednik Hippasos se zeptal
Mistra: ,,Uciteli, jakym pomérem prirozenych cisel vyjadris délku
uhlopricky ctverce?“ Pythagoras se nejprve zamyslel. Dejme tomu, d
Ze strana Ctverce a bude méfit jednu délkovou jednotku. Pak dosadil a
do své slavné véty a odvodil'?, Ze délka dhlopf¥icky d = V2.

Potom dlouho, ale marné hledal, jakym pomérem pfirozenych
Cisel by vyjadril odmocninu ze dvou... Pythagorovi ucednici byli |
vazani mlcenlivosti a nesméli nezasvécenciim vyzrazovat tajemstvi a = 1
matematiky, ale Hippasos moZna neudrZel jazyk za zuby, nebo
mozna udrZel, ale Pythagoras se bal, Ze tajemstvi vyzradi pozdé€ji,
anebo Pythagorovi vadilo jeSté néco jiného: Hippasovi se totiZ
podarilo zpochybnit a moZna i vyvratit Pythagorovo uceni — a to Mistfi neodpoustéli tenkrat a
neodpoustéji ani dneska. Pythagorejci byli zdrceni a sam Pythagoras se citil zesméSnén. Hippasos
pak byl pry na Pythagoriiv rozkaz utopen a o néjakych dvé sté padesat let pozdéji napsal velky
odptirce pythagorejské mystiky Aristotelés pro svého syna Nikomacha toto ponauceni: ,,Slusno
vsak a nutno pro zdchranu pravdy vyvrdtiti i své vlastni uceni, a to zvlasté tém, kteri jsou
filosofy...“ —viz [8].

Zajimavé snad je, Ze na rozdil od jinych vyznacnych iracionalnich cisel (jako je napt. Eulerovo nebo
Ludolphovo ¢islo), neni obvyklé odmocninu ze dvou po nikom pojmenovavat. Z ne zcela vérohod-
nych zdroji jsem vSak vyrozumél, Ze by se snad méla nazyvat Pythagorovou konstantou. Z odporu

Obrdzek 3: Uhlop¥icka
jednotkového cCtverce

k takovému cynickému prekrucovani historické pravdy pojmenovavam nyni a zde odmocninu ze
dvou jménem jejiho pravého objevitele: Hippasovo cislo.

Bylo Pythagorovo uceni vyvraceno, anebo jen zpochybnéno? K vyvraceni by totiZ byl potfebny
presvédcivy matematicky diikaz. Takovych diikazl se da najit cela fada a vétSinou neobsahuji nic,
co by pythagorejci neznali (napf. kraceni zlomkt, rozklad prirozeného cisla na prvocinitele, sudost
a lichost). Zajimavé na téchto dikazech je, Ze nebyvaji tzv. pfimé. Pythagorejci ziejmé uméli
vyvratit domnénku nepfimo, a to sporem."

Vyvratili tedy pythagorejci svoje vlastni uceni? Jistotu nemame, ale je pravdépodobné, Ze
Pythagorovo uceni o pomérech prirozenych cisel nakonec vyvrétili. Tim se ovSem dosud zdanlivé
krotky mazlik z matematického zvéfince Cisel projevil jako netuSena bestie, ze které jde mnohem
vétsi hrliza nez z pythagorejské mystiky — ta ted’ klesla na troven straSidel z pohadek pro malé déti.
OvSem tam, kde bazlivci opravnéné pocituji hriizu z neznama, odvazni vidi prileZitost poznavat

11 VyzkouSejte na interaktivni nazorné pomticce, viz KmitaniStrun Animace.html

12 Viz vysvétlivka ,,Odvozeni odmocniny ze dvou“

13 Viz vysvétlivky ,,Dtikaz, Ze jsou Cisla, ktera nejsou pomérem C¢isel celych* a ,,Diikaz, Ze odmocnina ze dvou neni
racionalni Cislo“


https://drive.google.com/file/d/18nLtpCCgy39tMYFLDyHBcYQGy_vCY_g5/view?usp=share_link

neznamé k uZitku sobé i druhym. Jiz zminény Georg Cantor (nar. 3. bfezna 1845), ktery definoval
realna Cisla, patfil k tém odvaznym. Po dlouhém badani, neschopen dobrat se vytcenych vysledkt a
vyvrativ svou vlastni teorii mnoZin (za coZ ho pak néktefi kolegové matematici nenavidéli asi
hlavné proto, Ze jim rozbil jejich oblibenou hracku) pfiblizné 2400 let po Hippasové vrazdé stary,
nedspésny, nepotirebny, nenavidény a opusStény kolegy i svymi Zaky propadl pocitu beznadéje a
zoufalstvi a posledni 1éta svého Zivota stravil odloZen jako nepotfebna véc v sanatoriu, kde 6. ledna
1918 ve ctvrtém roce Velké valky zemfrel v bidé a vyhladovély na zastavu srdce (viz [10]).

Realna Cisla a jejich desitkové rozvoje

Ackoli redlna cisla objevili uz pythagorejci, teprve osvicenci 17. a 18. stoleti na nich zaloZili
infinitezimdlni pocet (limity, derivace, integraly aj., viz [11]). Exaktné definoval redlna cisla az
Georg Cantor v roce 1871, viz [12]. Nazev pochazi ze 17. stoleti od bélohorského hrobnika sa-
mostatnosti Ceské, prikopnika racionalni metody ve védé a matematika Reného Descarta, ktery tak
rozliSoval mezi realnymi a imaginarnimi kofeny mnohoclend, potazmo mezi redlnou a imaginarni
sloZkou komplexnich cisel [13].

Kromé odmocniny ze dvou se v historii objevila i jina iracionalni cisla, napt. Ludolphovo cislo nt
= 3,14... (pomér obvodu a priméru kruhu), Eulerovo ¢islo e = 2,71... (zaklad pfirozeného logarit-
mu In x)"* nebo zlaty fez vyjadieny pomérem 1,618... / 1 (ve vytvarném uméni je povaZovan za
idedlni proporci)®.

Pro€ piSu za posledni cislici iracionalniho cisla tfi teCky? Samozfejmé: naznacuji, Ze chybéji
dalsi cislice, protoZe desitkovy rozvoj iracionalniho cisla je nekonecny. Ostatné je nekonecny nejen
v soustavé desitkové, ale v kterékoli pozi¢ni Ciselné soustavé s prirozenym zakladem'® (dvojkové,
trojkové, osmickové, Sestnactkové...).

Pro srovnani: taky mivaji nekonecné desitkové rozvoje, napr.
1/3=0,3333... = 0,3, ale rozdil je v tom, Ze nekonecné rozvoje jsou
speriodické“. Kromé toho: kazdé se da zapsat koneCnym poctem cislic ve
vhodné pozicni Giselné soustave.'

Iracionalni cisla se takhle jednoduSe nedaji vyjadrit konecnym poctem cislic. Pro néktera
iracionalni cisla se ale daji najit nekonecné fady: ¢im vice Clenti fady poscitame, tim presnéjsi
hodnotu hledaného ¢&isla ziskame." Nemluvé o tom, Ze odmociiovat se da tuzkou na papir podobné
jako délit, viz [14]. Pripadaji vam uvedené postupy vypoctu iracionalnich cisel nepochopitelné?
Nezoufejte!

14 Eulerovo Cislo e (viz [21]) je z4klad ,,pFirozeného logaritmu* In x (viz [22]), béZné pouZivaného v matematice a
fyzice. Prirozeny logaritmus je funkce, kterd vznikne napf. integraci funkce 1 / x. Toho se vyuZiva napf. pfi vypoctu
prace, kterou vykona plyn pfi d€ji izotermickém — v pV-diagramu nés zajima plocha pod izotermou. Viz téz [25],
kapitola ,,0Odkud se vzalo Eulerovo ¢islo“, https://www.matweb.cz/eulerovo-cislo/

15 Zlaty fez (viz [23]) je pomeér, ktery vyhovi podmince (a + b) / a = a / b). Objevuje se v ptirodé a vyuziva se ve
vytvarném umeéni. Napf. Dientzenhoferova monumentalni budova konventu v Kladrubech u Stfibra piisobi na
pozorovatele titulnym dojmem pravé proto, Ze pomeér $irky a vysky jejiho priceli odpovida zlatému fezu. Naproti
tomu Santiniho pfestavba nedalekého kostela plisobi znepokojivé, protoZe zlaty fez porusuje.

16 Viz vysvétlivka ,,Pozicni ¢iselné soustavy“

17 Viz vysvétlivka ,,Periodické rozvoje racionéalnich ¢isel®

18 Viz vysvétlivka ,,Vypocet iracionalniho ¢isla Fadou® nebo [17] a [18]
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O hodné nazornéjsi je totiZ postupné feSeni rovnic jednoduSe tzv. bisekci nebo efektivnéji
metodou secen.

Napf. Hippasovo Cislo miZeme poCitat jako FeSeni rovnice x* = 2. Pfesného vysledku ani
bisekce, ani metoda seCen nedosahne, stejné jako rady nebo pisemné odmociiovani. Nicméné i
v tomto pripadé mtZeme dosahnout libovolné presnosti — ¢im déle budeme pocitat, tim presnéjsiho
vysledku se dopracujeme. Takovy vypocCet mizZe byt ovSem poradna diina. CoZ je pravé idealni
tiloha pro pocitac presné podle zasady ,,dFinu strojiim, mysleni lidem ",

Tolik k iracionalnim cisliim: Nedaji se zapsat jako posloupnost kone¢ného poctu cislic. Da se
vSak vyslovit, napsat nebo naprogramovat predpis ¢i navod, jak iracionalni c¢islo pocitat. Takovy
predpis pro nekone¢ny vypocet vSak neni algoritmus, protoZe nemiize dospét k vysledku konecnym
poctem krokd.

‘ Iracionalni cisla maji nekonecné rozvoje, které nejsou periodické.

Kolik je Cisel?

Spocitat ¢isla neni snadné. KdyZ zacneme od jednicky a budeme pocitat jedna, dvé, tfi atd., tak
miZeme pocitat aZz do smrti (nebo aZ néas to pocitani prestane bavit) — a konce se nedopocitame,
protoZe za kazdym Cislem nasleduje néjaké dalsi ¢islo. Mtizeme takovou tilohu svéfit pocitaci a ten
se sice po néjaké dobé zastavi, ale ne proto, Ze by odpocital vSechna pfirozena Cisla, ale protoZe se
dopocita k tak velikému cislu, Ze s nim uZ neumi pocitat dal. A jestli se nezastavi z tohoto dtivodu,
tak prosté proto, Ze zaplni vSechnu svoji pamét’.

MiiZeme uvaZovat jeSté jinak, ve stylu ,co by kdyby“: kdybychom mohli pocitat libovolné
dlouho, museli bychom se ke kterémukoli pfirozenému cislu jednou dopocitat po odpocitani
konecného poctu Cisel. To ovSem neznamena, Ze by mnoZstvi vSech prirozenych cisel bylo konecné.
Naopak, je nekonecné, protoZe za kaZzdym prirozenym cCislem nasleduje dalsi ¢islo o jednu vétsi —
napr. za jednickou dvojka, za sedmickou osmicka, za stovkou stojednicka apod. Timto zptisobem
miZeme definovat mnoZinu prirozenych cisel. A abychom si usnadnili dalsi iivahy, zacneme pocitat
prirozena Cisla radéji od nuly.”

KN 25 i050c 7

Obrdzek 4: Vyjmenovadvdni prirozenych cisel

Nyni, kdyZ mame mnoZinu prirozenych cisel, miiZeme se ptat: Kolik je prirozenych ¢isel? Kolik
je EISel Celiih? Kolik [EYSTMEIRMEE? A kolik redlnych? A daji se spocitat body tvofici piimku? Ale
pozor na to — hledani odpovédi na tyto otazky stalo Georga Cantora zdravi a nakonec i Zivot...

Odpovéd’ vypada na prvni pohled jednoduSe: prirozenych, celych, i realnych cisel
praveé tak jako bodi na primce je nekonecné mnoho — ale kolik je nekonecné mnoho? Zda se prece,
Ze Lelych €isel musi byt vic neZ prirozenych, protoZe mezi geli €814 patii vSechna cisla prirozena a
navic jesté Cisla zapornd. Mtizeme je odpocitavat jedno po druhém napf. takto:*!

19 Viz vysvétlivky ,,Vypocet iracionalniho Cisla bisekci (ptilenim intervalu)“ a ,,Vypocet iracionalniho ¢isla metodou
secen”

20 Viz vysvétlivka ,,Definice mnoZiny prirozenych ¢isel“

21 Vyjmenovavani Cisel prirozenych, celych a m se predvadi v nazorné pomticce, viz Vyjmenovavani.html
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Obrazek 5: Vyjmenovavani celych cisel

Vysledkem je pak tento vycet:
0,1,-1,2,-2,3,-3, ...

Na jednu stranu to vypada, Ze pocet prvkti mnoZziny celyeh €isel |Z| musi byt dvojnasobny proti
poctu prvki v mnoZiné Cisel prirozenych |N| a jestli mdme mezi pfirozenymi Cisly i nulu, tak
prvky mnoZziny Z ocislovat — a to — svéte div se! — €isly pfirozenymi (nulu si nemusime, ale mize-
me odpustit):

1.:0
2.:1
3..-1
4.:2
atd.

Kazdé fele ¢80 tak dostane prifazené svoje poradové Cislo prirozené. To ale znamena, Ze
prirozenych cisel nemtize byt méné nez isel celych... Tak tenhle paradox Cantor jesté prekonal a
vyrovnal se s nim celkem jednoduSe: nekonecno neni Cislo jako kaZdé jiné. To neznamena nic
horsSiho, neZ Ze s nekonecCny se prosté neda pocitat jako s ,,normalnimi“ Cisly. Jak ale vyjadrit pocet
prvki (neboli mohutnost, pripadné kardinalitu) nekone¢né mnoziny? Georg Cantor byl genialni, a
proto si poradil snadno: mohutnost nekonec¢nych mnoZin se bude oznacovat zvlastnim druhem cisel
— Cisly kardindlnimi. A zacal mohutnosti mnoZiny €isel prirozenych, kterou oznacil Ny (Cteme: alef
nula®). Vzhledem k tomu, Ze se pfirozena Cisla daji vyjmenovavat, nazyva se mohutnost této
mnoZziny nekone¢na spocetna.”

Zbyva jesté otazka, jak porovnavat mohutnosti nekonecnych mnoZin? Cantorova odpovéd je
opét genidlné jednoducha: dvé mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost, pravé kdyzZ se jejich prvky
daji prifadit vzajemné jednoznacné — tj. najdeme zobrazeni, které

* kazdému prvku mnoZiny A prifadi pravé jeden prvek mnoziny B tak, Ze i
* kaZdy prvek mnoZiny B bude pfifazen k pravé jednomu prvku mnoZiny A.
Takového prifazeni jsme dosahli napr. oCislovanim gelych ¢isel Cisly prirozenymi.

024

DokaZeme ocislovat prirozenymi Cisly i Cisla Na prvni pohled to vypada jako
nemozna vec. je pomér dvou gisel celych, takZze bychom méli vyjmenovavat
dvojice celych €isel a Zadnou nevynechat... Usporadejme si pro nazornost do
tabulky. Radky ocislujeme jednim Eislem celiin (poslouZi jako jmenovatel) a sloupce druhym
Cislen celym (citatel):

22 Alef je prvni pismeno hebrejské abecedy a slouZi i jako cislice 1.
23 Viz [25] a tam kapitola ,,Spocetné mnoZiny“, https://www.matweb.cz/spocetne-mnoziny/
24 Viz [25] a tam podkapitola ,,Velikost |EleelEIleReEE|“, https:/www.matweb.cz/spocetne-mnoziny/
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jmenovatel

:
-2/2 P 2/2

-2/1

Bl -
B

Obrazek 6: Vyjmenovavani raciondlnich Cisel ndzorné

A ted’ miizeme vyjmenovavat.”® Zatneme opét od nuly. Budeme propatravat napred blizké a potom
vzdalenéjsi okoli hodnoty 0 cestou ve tvaru soustiednych ctvercii (nebo spisS jakousi hranatou spi-
ralou). Obcas se stane, Ze narazime na zlomek se stejnou hodnotou jako jiny zlomek, ktery uZ je ve
vycCtu, napt. 2/2 a 3/3 nebo 1/2, 2/4 a 3/6 apod. (v tabulce vyznaceno rtzovymi Cislicemi). Tato
drobné vada na krase neni podstatna a da se pfi prochazeni tabulky priibézné detekovat a opravovat.
Také hodnotu 0 uvedeme jen jednou — a to hned na zacatku. Vysledkem je pak tento vycet:

0, 1/1, -1/1, 2/-1, 2/1, 1/2, -1/2, 3/-2, 3/-1, 3/1, 3/2, 2/3, 1/3, -1/3, -2/3, ...

Vyse uvedeny nazorny postup muZeme vyrazné zjednoduSit. Podobné jako pri vyjmenovavani
celveh cisel, i zde mizeme ke kazdé dosaZzené hodnoté hned vyrobit i hodnotu
s opacnym znaménkem. V tom pfipadé se miZeme omezit jen na kladné Citatele a kladné jmenova-
tele (a ve vyctu nevynechame ani nulovou hodnotu). Tabulka na nasledujicim obrazku je vlastné
prava horni ¢tvrtina predchazejici tabulky. Vzniklo nam tak néco na zptsob ligové tabulky. V lize
taky hraje kazdy s kaZzdym, podobné jako my potrebujeme sparovat kazdého Ccitatele s kaZdym
jmenovatelem. Jak budeme tuto tabulku prochazet? Vyjdeme zase od nuly a budeme prochazet
tabulku z levého dolniho kouta po dhloprickach, které jak se vzdaluji od pocatku, stavaji se delSimi
a delSimi:

jmenovatel

3/1|4/1
4 citatel

Obrazek 7: Vyjmenovavani raciondlnich cisel zjednodusené

Vysledkem je pak tento vycet:

0, 1/1,-1/1, 2/1, -2/1, 1/2, -1/2, 3/1, -3/1, 1/3, -1/3, 4/1, -4/1, 3/2, -3/2, 2/3, -2/3, 1/4, -1/4, ...

V poradi, jak vyjmenovavame, mtizZeme krok za krokem postupné i Cislovat: Vidime, Ze i racio-
nalni cisla dokaZeme ocislovat Cisly prirozenymi. TakZe mohutnost mnoZiny [EISERENNEIREER je

25 VyzkousSejte na interaktivni ndzorné pomticce, viz Vyjmenovavani.html
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také nekoneCna spoCetna. A to také znamena, Ze v tomto usporadani je mnoZina [EISENEIRISIREES
Q ,,pretrzita“*® a usporadani neni husté (tj. mezi dvéma Cisly v posloupnosti neni Zadné treti ¢islo).

Postupnym vyjmenovavanim se ke kaZzdému dostaneme koneCnym poctem
krokd, ale proces vyjmenovavani neskonci. Postupné budeme vyjmenovavat zlomky se stale vétsi-
mi a vétSimi Citateli i jmenovateli, takZe budeme dospivat nejen k ¢islim vétSim a vétSim v absolut-
nich hodnotach (jak porostou Citatele ve zlomcich), ale také budeme stale hustéji vypliiovat mezery
mezi Cisly uz dfive vyjmenovanymi (jak porostou jmenovatele). Pfesto timto zptisobem nezaplnime
mezery mezi Cisly na Ciselné ose: Kazdé cislo, které budeme jmenovat, bude , protoze
bude tvofeno pomérem (isel celyclh, a to proto, Ze k nému dospéjeme konecnym poctem krokd.
Pokud bychom kazdy vyjmenovany zlomek rozvinuli do posloupnosti Cislic v desitkové soustaveé,
mnohé rozvoje by byly nekonecné periodické — a ty periody by byly stale delSi a delSi. Néktera
z vyjmenovavanych cisel by vSak periodicka nebyla — vic a vice by se pribliZovala k iracionalnim
¢isliim, jako je napf. m nebo V2 — ale pfi vyjmenovavani kone¢nym poctem kroki by nikdy svoji
presné hodnoty nedosahla. To proto, Ze iracionalni cisla maji rozvoje jednak nekonecné, ale navic
jeSté neperiodické. Da se to v3ak Fict i tak, Ze vyjmenovavani by dospélo k presnym hodnotam
iracionalnich ¢isel po nekone¢ném poctu kroki.”’

Ted bychom jeSté méli najit zptisob, jak ocislovat Cisla realna... Vyjmenovavat redlna cisla
opravdu neni snadna véc, protoZe pro né pfi libovolném usporadani plati nejen to, Ze mezi kaZdymi
dvéma je jeSté nejméné jedno (ve skutecnosti ovSsem mnohem vic). Vracime se tedy zpét k problé-
mu, se kterym jsme se setkali hned zpocatku. Zajimavé vsak je, Ze i fakt hodné hustd mnoZina bez
mezer se da vyjmenovavat — a Ze se to da i naprogramovat na pocitaci nebo spiS v siti pocitaca.
Takovy program je vSak lepsi nikdy nespoustét. NejenZe to neni algoritmus, ktery by postupoval
krok za krokem, po vykonani konecného poctu krokii skoncil a vydal vysledek. Jeho vlastnosti jsou
daleko horsi: bude mit snahu vyuZit kazdy procesor a kazdy kousek paméti, ktery bude k dispozici
(a stejné mu to nebude stacit: redlna cisla nevyjmenuje, dokonce ani vypocet Zadného iracionalniho
cisla nikdy nedokonci). Jeden takovy navrh programu najdete ve vysvétlivce ,,Jak naprogramovat
vyjmenovavani realnych cisel“.

Co se stane, kdyZ tento program spustime? MoZna ani nestihneme zjistit, Ze jsme pravé vytvorili
nejdestruktivnéjsi DDOS-virus v lidskych déjinach, které timto definitivné konci. Pocitace a sité
celého svéta jsou zahlceny vyjmenovavanim cisel, zhroutily se veSkeré komunikacni sité, nefunguje
policie, zachranka, doprava, obchod, vyroba, armady ani staty. A za to vSechno mutzZe Hyppasos,
ktery vypustil bestii iracionalnich cisel do svéta.

Stejnym postupem by se daly systematicky vyjmenovavat body na pfimce. Diky tomu nam zro-
vna primky slouZi jako Ciselné osy ke znazornovani grafi funkci. Mnozina bodt na pfimce je husta
a nejsou v ni mezery. Pravé tak husta a bez mezer je i mnoZina realnych cisel — tvofi kontinuum.

Pokusy o vyjmenovavani Cisel, bodi nebo mnozin, které zde predvadim, souvisi s otazkou, co
vSechno se da v matematice zkonstruovat postupem, ktery si ¢lovék vymysli. To znamen4, Ze to, co
zkonstruuje, vlastné vymysli. Patfi do matematiky i to, co ¢clovék nevymysli a nezkonstruuje? Da se
v matematice vymyslet a zkonstruovat vSechno? Jsou matematici, ktefi se domnivaji, Ze matematika
i s iracionalnimi cisly a nespoCetnymi mnoZinami neni nic objektivniho, Ze jde jen o lidsky vymysl

26 Vénujme znovu tichou vzpominku Aristotelovi a jeho Kategoriim.
27 ...spi$ nedospélo. Uvedena formulace je moznd ptisobiva, ale korektni zfejmé neni. Nekonec¢no neni pfirozené Cislo.
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— ale to je menSinovy nazor obecné povazovany za matematickou herezi. VétSina matematiki totiz
podobné jako kdysi Pythagoras véfi i dnes, Ze matematika je néco tajemného, co si lidé nevymysle-
ji, nybrZ objevuji.

‘ Mohutnost mnozZiny realnych cisel se oznacuje ®; — coZ je mohutnost nekonecna nespocetna.

Paradoxy teorie mnozin

Kdo docetl az sem, ten se uz dozvédél o rozdilu mezi a realnymi Cisly vSechno pod-
statné. ProC jsem tedy na zaver zaradil jeSté paradoxy teorie mnoZin? Byla feC o mnoZinach cisel a
mnoZiné bodi tvoricich pfimku a také o rozdilu mezi mnoZinami spoCetnymi a nespocetnymi —
porad jsme vystacili s intuitivnim pojetim mnoZin a Zadné paradoxy nas nezastavily. Za poslednich
vice neZ sto let se ukazalo, Ze pro praktické ucely Cantorova intuitivni teorie mnoZin naprosto
vyhovuje. StredoSkolaci, technici ani ekonomové se s paradoxy teorie mnoZin v praxi nesetkaji. To
ale neznamend, Ze by o mnoZinovych paradoxech neméli védét, Ze by neméli znat hranice, za
kterymi intuitivni chapani mnoZin selhavd. Kromé toho: bez mnoZinovych paradoxt by piibéh
Georga Cantora, ktery zde vypravim, nedospél k rozuzleni, které ¢tenartim pribliZuje, jak se mate-
matické mysleni 1iSi od mySleni zaloZeného spiS na zkuSenosti a k ze zkuSenosti plynouci reflekto-
vané existencidlni praxi. A navic: zpochybnit zaklady vSeho, co zde bylo aZ dosud feceno, je zdra-
vym podnétem k zamysleni a vychodiskem k dalSimu studiu. Tak tedy do toho:

Hrdé se hlasime k Bernardu Bolzanovi jako priikopnikovi teorie mnoZzin, nicméné to, co se
o mnoZinach uci Zaci zakladnich a stfednich Skol, vymyslel azZ Georg Cantor. Pak se mu ovSem stala
ta nehoda, Ze zacal uvazovat o mohutnosti mnoziny vSech mnoZin — oznacme ji U jako ,,univer-
sum®. Intuitivné vzato, neni na tom nic divného... Kazdd mnoZina mé néjaky pocet prvkii: prazdna
mnoZzina 0, kaZda jednoprvkova 1 a universum tfeba néjaké abstraktni n (coZ bude zrejmé
nekonecné mnoho). A pak se to stalo! Ona totiZ kaZzda mnoZina ma taky néjaké podmnoZiny, napr.
prazdna mnoZina je sama sobé i podmnoZinou, jednoprvkova mnoZina ma dvé podmnoZiny:
prazdnou a sebe samu, tfiprvkova osm podmnoZin, desetiprvkova 1024 podmnoZin.?® Jestlize ma
mnoZina n prvk, je pocet podmnoZin 2" — napf. 2° = 1, 2° = 8. AZ sem by to §lo. Ale s mnoZinovym
universem U to takhle nejde. JestliZe U ma byt mnoZina vsech mnoZin, tak musi obsahovat i vSe-
chny svoje podmnozZiny — a téch je 2". Pak tedy musi platit, Ze n > 2". Problém je v tom, Ze n je
vzdycky mensi a nemtize byt ani rovno 2". To plati i pro nekonecné mohutné mnoziny, jako je U,
protoZe neni Zadné vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi prvky a podmnoZinami mnoZinového
universa U. A to je paradox, kterym Georg Cantor rozbil svoji teorii mnozin.*

Tuhle katastrofu ve svém badani uZ nerozdejchal, nebot ,priliSné badani ¢lovéka unavi,“ jak
pravi Kazatel. Cantor zvefejnil sviij mnozinovy paradox v roce 1899 (viz [15]). JiZ dva roky pred
tim byl zvefejnén mnoZinovy paradox Burali-Fortiho®, ktery vSak byl povaZovan za jakousi
nevyznamnou nedokonalost intuitivniho chapani mnoZin a za vyjimku, ktera béZnému vyuZiti
mnozin v matematice nebrani (viz [16]). AZ pozdéji se ukazalo, Ze kaZdy paradox je v matematice
zasadni, a proto i teorie mnozin musela byt konec koncti dikladné prepracovana. A pak prisla

28 Pocitani podmnoZin se da snadno pochopit z prehledné tabulky — viz PocetPodmnozin.html

29 Porovnani, jak rychle roste funkce f(n) = 2" ve srovnani s f(n) = n je pfedvedeno v nazorné pomiicce — viz
PocetPodmnozin.html

30 Cesare Burali-Forti (1861-1931) byl italsky matematik, viz https://it.wikipedia.org/wiki/Cesare Burali-Forti
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posledni rana — a tou byl paradox Russeliv: ,mnozina vSech mnozin, které neobsahuji samy
sebe“ je sice spravné zformulovana definice, ale dobry smysl nedava. Myslenka, Ze mnoZina miize
sama byt prvkem mnoZiny, je v poradku. Dokonce se zda, Ze z mnoZin, které obsahuji jiné
mnoZiny, miZzeme zkonstruovat viechny predméty, kterymi se matematika zabyva,* nebot’ v mate-
matice je vSechno mnoZzina.*

V cem je tedy Russeltiv paradox paradoxni? JestliZe totiZ ona spravné definovana mnoZina nebu-
de obsahovat sama sebe, musime ji tam pridat (protoZe definice to vyZaduje). V tom okamziku ale
prestane vyhovovat definici, protoZe bude obsahovat mnoZinu, kterd obsahuje sebe samu — a to
podle definice nesmi. At' udélame, co udélame, je to vZdycky Spatné — coz je vlastné docela ze
Zivota — ale matematika jako véda to neunese a neunesl to ani Georg Cantor.

JenZe po neStastném Georgu Cantorovi priSli jini — zejména John von Neumann s Paulem
Bernaysem a Kurtem Godelem nebo Ernst Zermelo s Adolfem Fraenkelem — a ti dali dohromady
dikladné definice teorie mnozin zaloZené na axiomech. Od té doby matematika zase funguje a slou-
Zi lidem. Zoufal si tedy Georg Cantor bezdivodné? — Snad stacilo jenom par let poseckat a sle-
dovat, jak se zamracCena obloha teorie mnoZin zase rozjasni a nenavistnici utfou? Roku 1901, kdy
Russel zrovna zverejnil sviij paradox, napsal Tomas Masaryk ve svych Idedlech humanitnich [27] —
jako by snad Cantorovi praveé vcas dobre radil:

,Odméruj vSechno spravne, co nedodélas ty, dodélaji jini.“

Zkuste tohle prileZitostné fict svému uciteli nebo $éfovi v zaméstnani. ..

31 Podrobnéji viz vysvétlivka ,,Von Neumanndv vesmir

32 ...a kdo slepé neuvéri bezdiivodnému tvrzeni, Ze jsou mnoziny, ten se nemiZze stat matematikem, protoZe zbofi cely
velechrdm matematiky podobné jako ten, kdo v koSickém dému svaté AlZbéty vytrhne z jednoho pilife ten spravny
kamen, o ktery se cela stavba opird — a dém se zfiti.
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Diagramy pojmu a souvislosti

Realné dislo

«rod»

N

«druh»

Iracionalni cislo

{bud-anebo}

«druh»

Racionalni cislo

«poddruh»

Celé cislo

T

«poddruh»
Prirozené cislo

Legenda: AN

«rod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu, ale nikoli véci.

«druh»
- je konkrétni vymeér jednotlivych véci. Jednotliviny
téhoz druhu tvori tfidu véci.

bud-anebo

- omezuje moznosti odvozovani konkrétnéjsich
pojm0 z obecnéjsich vyluénym zplsobem. Napfr.
jednotlivé redlné ¢islo nemize byt sou¢asné
racionalni i iracionalni a nemdze byt ani jiné nez
racionalni nebo iraciondlni.

vztah «rod»-«druh», «druh»-«poddruh»

- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu
obecnéjsiho.

Obrdzek 8: Hierarchie Ciselnych oborti

Realné dislo

O «rod»

A

@ «druh»

Iracionalni cislo

© {bud-anebo}

® «druh»

Racionalni cdislo

@ «poddruh»

Celé cislo

T

@ «poddruh»
Prirozené cislo

Legenda:

O «rod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu, ale nikoli véci.

@ «druh»
- je konkrétni vymeér jednotlivych véci. Jednotliviny
téhoZz druhu tvori tridu véci.

© {bud-anebo}

- omezuje moznosti odvozovani konkrétnéjsich
pojm0 z obecné&jsich vylué¢nym zptsobem. Napft.
jednotlivé redlné Cislo nemuize byt soucasné
racionalni i iracionalni a nemdze byt ani jiné nez
raciondlni nebo iracionalni.

O-@ «rod»-«druh», @-@® «druh»-«poddruh»

- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu
obecnéjsiho.

Obrdzek 9: Hierarchie Ciselnych oborii barevné a s ikonami
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«druh» «vlastnost»
Raciondlni ¢islo 1 hodnota
«zprostredkovani»
«poddruh» Citatel
Celé cislo 1 1
«odvozeni vazby»
__________ T ™ «vztah»
«vécneé» Pomér
«zprostredkovani» 1
jmenovatel

Legenda: AN

«druh»

- je konkrétni vymér jednotlivych véci. Jednotliviny téhoz druhu tvori trfidu véci.

vztah «druh»-«poddruh»

- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu obecnéjsiho.

Spojnice mezi pojmy vyjadruji souvislosti. Druh souvislosti se vyjadruje tzv. stereotypem

v packdch, napf. «vlastnost». Nazev uvedeny pod stereotypem vyjadruje, co souvislost

konkrétné znamena. Na koncich ¢ar jsou uvedené nasobnosti, tj. napr. hodnota kazdého

Racionalniho Cisla je urcena jednim Pomérem a kazdy Pomér je hodnotou jednoho

Racionalniho ¢isla. Carkované je vyjadrena zavislost vécné vazby na vztahu.

Obrazek 10: jako pomér fisel celych
«rod» Legenda: B
Mohutnost mnoziny
«rod»
PN - je vymezeni abstraktniho pojmu, ale nikoli véci.
«druh»
Koneéna «druh>

- je konkrétni vymeér jednotlivych véci. Jednotliviny

|
[
|
|
:{bud'—anebo}
[
[
1

«podrod»
Nekonecna

«druh»
Nekonecna spocetna

T
I
I
I
:{bud'—anebo}
I
I
1

«druh»
Nekonecna nespocetna

Obrazek 11: Mohutnosti mnozin

téhoz druhu tvori tridu véci.

«podrod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu konkrétnéjsi nez
rod, ale nikoli vymezeni véci.

bud-anebo

- omezuje moznosti odvozovani konkrétnéjsich
pojmd z obecnéjsich vyluénym zptsobem. Napfr.
mohutnost jednotlivé mnoziny nemze byt
soucasné konec¢né i nekone¢na a nemuize byt ani
jind nez konecna nebo nekonecna.

vztah «rod»-«druh», «rod»-«podrod»
- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu
obecnégjsiho.
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«druh»

Ctverec
1
«rys» «zprostfedkovani»
ma . Strana 1 a 1
4 T
délka: realné &islo «odvozeni vazby»
1 ke eSS T > «vztah»
o Pomér
«vecne»
{d.délka / a.délka = v2}
«rys»
2 UhlopfFicka 1 !
délka: realné Cislo «zprostredkovani»
1 d
«druh»
Kruh
1
«rys» «zprostfedkovani»
ma Obvod 1 p 1
! délka: redlné cislo
: «odvozeni vazby»
1 k-2 2 > ‘D «vztah»
o Pomér
«vécné»
{p.délka / d.délka = 1t}
«rys»
1 Primér 1 !
délka: redlné Cislo «zprostiedkovani»
1 d

Legenda:

«druh»
- je konkrétni vymér jednotlivych véci. Jednotliviny téhoZ druhu tvofi tfidu véci.

«rys»
- je trvala vlastnost véci (napf. kruhu), ktera tuto vlastnost ma (nap¥. kazdy kruh ma
primér).

Spojnice mezi pojmy vyjadfuji souvislosti. Druh souvislosti se vyjadfuje tzv. stereotypem

v packach, napf. «zprostfedkovani». Nazev uvedeny pod stereotypem vyjadfuje, co
souvislost konkrétné znamena. Na koncich ¢ar jsou uvedené nasobnosti, tj. napr.

kazdy Pomér zprostredkovava vztah jednoho Obvodu p a jednoho Priméru d a naopak
kazdy vztah mezi kazdym Obvodem a Primérem kruhu je zprostfedkovan pravé jednim
Pomérem. Carkované je vyjadrena zavislost vécné vazby na vztahu. Ve sloZenych zavorkéach
je uvedeno omezeni, které musi ve vztahu vZdy platit. Vyznam tohoto omezeni je vyjadfen
tuénym pismem (to nevyZaduje norma).

Obrazek 12: Iraciondlni cisla definovand na geometrickych obrazcich
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s,
Domnénka
T
|
«druh» 4 | «faze»
: PFimy dlkaz | |piikaz pfedpokladu
| |
| I {Uplny rozklad}
:{bud’—anebo} :
| |
| <druh» | «faze»
X | o (o x
NepFimy diikaz ! Dusledek a zavér
«poddruh»
Dlikaz sporem
N
«faze»
Domnénka
«faze»
Predpoklady

{Uplny rozklad}

«faze»
Spor

«faze»

Dasledek a zavér

Legenda:

«rod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu, ale nikoli véci.

«druh»
- je konkrétni vymeér jednotlivych véci. Jednotliviny
téhoz druhu tvori trfidu véci.

vztah «rod»-«druh», «druh»-«poddruh»
- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu
obecnéjsiho.

bud-anebo

- omezuje moznosti odvozovani konkrétnéjsich
pojm@ z obecnéjsich vyluénym zpdsobem. Napf.
jednotlivy d@ikaz nem0ze byt soucasné primy i
nepfimy a nem0ze byt ani jiny nez pfimy nebo
neprimy.

«faze»

- roz¢lenuji zivotni cyklus véci v ¢ase. Véc prochéazi
fazemi postupné. Faze musi dohromady tvorit
"Uplny rozklad" zivotniho cyklu véci.

uplny rozklad

- je to podobné omezeni jako bud-anebo. Napfr.
jednotlivd véc nesmi byt ve dvou ¢i vice fazich
soucasné a zaroven se vzdy musi v nékteré fazi
nachéazet. Soubor fazi musi pokryt cely Zivotni
cyklus véci.

Obrdzek 13: Zdakladni druhy diikazi, faze primého diitkazu a ditkazu sporem

«rod»
Realné cislo

zapise se jako »

Rozvoj cisla

«rod»

N

T
l
|
K
|
|

«druh»
Konecny rozvoj

bud-anebo}
«podrod»
Nekonecény rozvoj
N
«druh»
Nekonecny periodicky rozvoj

T
I
I
I
:{bud’-anebo}
I
I
1

Nekonecny neperiodicky rozvoj

«druh»

Legenda:

«rod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu, ale nikoli véci.

«druh»
- je konkrétni vymér jednotlivych véci. Jednotliviny
téhoz druhu tvori tridu véci.

«podrod»
- je vymezeni abstraktniho pojmu konkrétnéjsi nez
rod, ale nikoli vymezeni véci.

bud-anebo

- omezuje moznosti odvozovani konkrétnéjsich
pojmd z obecnéjsich vyluénym zplsobem. Napf.
jednotlivy &iselny rozvoj nemize byt sou¢asné
konecny i nekone¢ny a nemdze byt ani jiny nez
konec¢ny nebo nekonecny.

vztah «rod»-«druh», «rod»-«podrod»
- je vztah odvozeni konkrétnéjsiho pojmu z pojmu
obecnégjsiho.

Spojnice mezi pojmy vyjadruji souvislosti. Ndzev
vyjadruje, co souvislost znamend. Na koncich ¢ary
jsou uvedené nasobnosti: "*" rika, ze kazdé Realné
¢islo se zapiSe libovolné mnoha rozvoji (v riiznych
Ciselnych soustavach) a naopak kazdy Rozvoj cisla
vyjadruje pravé jednu hodnotou jednoho Realného
cisla.

Obrdzek 14: Zdpisy Cisel ¢iselnymi rozvoji
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Vysvétlivky

Odvozeni odmocniny ze dvou

PouZijeme Pythagorovu vétu k vyjadieni vztahu mezi délkami
uhlopricky d a strany a jednotkového ctverce (kde strana a = 1):
d>=a+a* dosadime:a=1
d*=1*+1*> wvypoclteme: 1°=1aztoho: 1’+12=1+1=2
d’=2 odmocnime obé strany rovnice:
d=2 tj. pfiblizné 1,4 — takZe d neni felé £1510

Co kdy?z strana ctverce a bude delSi nebo kratSi nezZ 1? Proa > 0
odvodime V2 jako pomér d / a takto: ' a= 1 '
d*=a’+a vypoCteme: a>+a’>=2-a
=2-a podélime obé strany rovnice / a*:

Obrdzek 15: Uhlopricka
jednotkového cCtverce

d’/a*=2 odmocnime obé strany rovnice:

d/la=+2 a z toho odvodime tihlopficku d a stranu a:
d=a-V2

a=d/V2

Je V2 IR > Dé se vyjadrit pomérem Celieh £i5el a a d?
o Kdyby jak a, tak i d mohla byt FiSla €6l byla by v2 (ISt
o JestliZe vSak neni Zadna takova dvojice _, je Eislo V2 iracionalni.
Jde tedy o to, jestli a a zdroveii d mohou byt Feld €151, Na piikladu jednotkového &tverce
vidime, Ze sice stranaa =1 je -, ale thlopiicka d = V2 nemize byt -, protoZe d je
jisté delSi neZ a, ale jisté je i kratSi neZ dvé strany a —tj. 1 < d < 2 (viz obrazek).

l

Ma-li byt V2 &
«  Ma-li byt d Felé, musi byt a - v2 Eelé Ei8l0 — napt. pro a = V2 vyjde d=a - V2 =V2 - V2 = 2.
V tom pfipadé si oviem musime uvédomit, e a = V2 neni -

«  Ma-li byt a Beld, musi byt d / V2 Eelé E1810 — napf. pro d = V2 vyjdea=d / V2 =v2/V2 = 1.
V tom pfipadé oviem zase d = V2 neni -

eRLelaellellzl a uvaZujeme-li Ctverec se stranou a > 0, musi platit pro a a d:

Prosté s tou V2 je potiz: abychom z ni dostali E&lé £1810, musime ji vynasobit v2 - V2, tj. umocnit
aspoii na druhou: (V2)? = 2, pfip. vic: (V2)* = 4, (V2)° = 8, (V2)® = 16 atd. VSimnéte si sudych
exponentti (V2)?, (V2)*, (V2)%, (V2)°. Proto bude obecné platit:

e Maé-libytd = a-v2 Eeld 880, musi byt (a - V2) mocnina se sudym exponentem, napf. (V2)*
= (V2)* - V2, kde a = (V2)? — tj. s lichym exponentem. Pak ale a nemtize byt Eelé (sl

 Malibyta=d/V2 -, musi byt samotnd a = (vV2)" mocnina se sudym exponentem,
a proto ¢islo d by muselo mit exponent lichy, napt. a = (V2)* = (v2)° / V2. Pak ale d nemiiZe
byt BRE - tedy ani prirozené cislo.

S pomoci obrazku jsme zjistili, Ze V2 je zfejmé iracionalni. Takovyto nazorny dikaz vsak
matematika neuspokoji. Proto si ukaZeme i formdlni dikaz. Uvidime, Ze pokus vyjadfit V2 jako
pomér prirozenych Cisel skonci fiaskem (které matematici hrdé nazyvaji diitkaz sporem).
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Dulkaz, Ze jsou Cisla, ktera nejsou pomérem cisel celych

K vérohodnému vyvraceni Pythagorova uceni o pomérech prirozenych ¢isel je potfebny formalni
matematicky ditkaz. Takovych diikaz( se da najit cela fada® a zajimavé na nich je, Ze nebyvaji tzv.
primé*. Jak dokazat, Ze odmocnina ze dvou se da vyjadfit pomérem dvou pFirozenych Cisel, kdyz
vyjadrit jako pomér gelych cisel. V tomto pripadé se matematik uchyli k nepfimému dtikazu
sporem: Vyjde z opacného predpokladu (totiZ Ze ptivodni domnénka neplati). A pak se pokusi najit
tzv. kontrabajspil (z némeckého Kontrabeispiel, protipFiklad)®, kterym dospéje ke sporu mezi
ptvodni domnénkou a kontrabajspilem — a tim domnénku vyvrati. V pfipadé pythagorejského uceni
o pomérech prirozenych Cisel by diikaz sporem vypadal asi takhle:

* Domnénka a predpoklad: Kazdé cislo se da vyjadrit jako pomér dvou prirozenych cisel.

* Negace: Je cislo, které se neda vyjadrit jako pomér dvou prirozenych cisel.

* Kontrabajspil a spor: Odmocnina ze dvou je Cislo, které se neda vyjadrit jako pomér dvou
prirozenych &isel.*® Kontrabajspil potvrzuje negaci domnénky, a proto je s domnénkou ve
sporu.

* Diisledek a zavér ditkazu: Ne kazdé cislo se da vyjadrit jako pomér dvou prirozenych Cisel.

Pythagorejci zfejmé uméli vyvratit domnénku sporem — a to nejen uvedenou domnénku o vSech
Cislech, ale i tvrzeni, Ze odmocnina ze dvou se neda vyjadrit pomérem prirozenych cisel. VSimnéte
si, jak uZiti kontrabajspilu souvisi s kvantifikaci (je cislo...) a s negaci domnénky.

Duikaz, Ze odmochina ze dvou neni racionalni ¢islo

Nékolik dlikazd, Ze odmocnina ze dvou nemiZe byt pomérem felich nebo prirozenych Cisel”,
najdeme v ¢lanku [9]. Jednoduchy dikaz* zacind pouZzitim Pythagorovy véty k vyjadieni vztahu

%

mezi délkami uhlopricky a strany Ctverce:

&¢=a+a
& =2a

RozepiSme rovnost s mocninami pro nazornost podrobnéji:
d-d=2-a-a

Dtikaz povedeme sporem:
«  Domnénka: Cislo V2 je [ETSISuEI.

* Predpoklad: Dejme tomu, Ze jak Cislo a, tak ¢islo d mohou byt pfirozena cisla. VSimnéte si,
ze predpoklad nedokazujeme pro vSechna mozna a a d, nybrz staci najit jednu takovou

33 Viz [9] a podrobnéji vysvétlivka ,,Dikaz, Ze odmocnina ze dvou neni raciondalni ¢islo*

34 Piimy dikaz vychazi z ovéfeného pravdivého tvrzeni, které je predpokladem domnénky. Z néj se postupné krok za
krokem vyvozuje posloupnost odvozenych tvrzeni, ktera vedou pfimou cestou k zavéru, Ze zkoumana domnénka
plati (a tedy je pravdiva).

35 Dékuji kolegovi RNDr. Janikovi Borotovi za uvedeni do odborné terminologie.

36 Viz vysvétlivka ,,Dtikaz, Ze odmocnina ze dvou neni racionalni ¢islo B

37 Pfirozena ¢isla jsou celd kladna. Zaporna ¢isla ani nula na dikazu nic neméni, protoZe 0 v Citateli davéa podil 0#v?2,
0 ve jmenovateli nelze pouZit a zaporny podil #V2. Podil zapornych ¢&isel se rovna podilu absolutnich hodnot.

38 Nazornéjsi mize byt asi jeden z geometrickych dikazt v [9], ale byl by pfece jen o poznani komplikovanéjsi.
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dvojici prirozenych cisel, abychom dokazali predpoklad a tim i platnost domnénky. Problém
je v tom, Ze dvojic prirozenych cisel je nekonecné mnoho. Proto budeme uvazovat obecné:

Uvazme nyni, co by se stalo, kdybychom rozlozili ¢isla a a d na prvocinitele.*® Vzhledem
k tomu, Ze se na levé strané rovnosti objevuje soucin dvou proménnych d a podobné na pravé
strané soucin dvou proménnych a, musi se i kaZzdy prvocinitel objevit nejméné dvakrat, pripadné
Ctytikrat, Sestkrat atd. — prosté v sudém poctu. Prava strana je ovSem navic vyndsobend prvo-
Cislem 2, takZe dvojka se tam objevi nejméné jednou, pripadné trikrat, pétkrat, sedmkrat atd. —
v lichém poctu. A soucin sudého a lichého poctu dvojek se nemtize rovnat. Na ostatnich prvocini-
telich nezalezi: i kdyby se ostatni prvocinitelé vlevo a vpravo shodovali, nemtizeme kvtili dvojkam
dosdhnout rovnosti.*

* Spor: Tato ivaha vede ke sporu s predpokladem. Tim jsme vyvrétili predpoklad a potaZzmo
i domnénku. VSimnéte si, Ze v ivahu jsme brali vSechna mozna ¢isla a a d obecné.*!

* Dusledek a zaver diikazu: Neni mozné do rovnosti dosadit za a a d prirozena cisla, a proto
pomér d / a = V2 musi byt iracionalni.

Vsimnéte si, Ze v tomto diikazu neni pouzit kontrabajspil. Jak to souvisi s tim, Ze domnénka neni
negovana?

Priklad rozkladu pfirozenych €isel na prvocinitele

Prirozené Cislo vyjadrime jako soucin prvocisel, jimiZ je Cislo beze zbytku délitelné, napt.:
6=2-3
Prvocislo je prirozené Cislo, které se neda beze zbytku délit jinym prirozenym cislem neZ 1 nebo
samo sebou.

Pro snazsi pochopeni diikazu, Ze Hippasovo Cislo je iracionalni, si ukazme rozklad cisel a a d na
prikladu:

Priklad: pro a = 123 a d = 456 dostaneme rozklad:
d=456=2-2-2-3-19,a=123=3-41,

kde 2, 3, 19 a 41 jsou prvocisla. Po dosazeni se ovSem z rovnosti d - d =2 - a - a stane
nerovnost:

(2-2-2-3-19)-(2-2-2-3-19)#2-(3-41)-(3-41)
Pripadné totéZ strucnéji a snad i prehlednéji s umocfiovanim:

(2°-3-19)-(2*-3-19)#2-(3-41)-(3-41),tj.
26-32.192% 2132412
— vSimnéte si, Ze vlevo je dvojka umocnéna sudym ¢islem 6, kdeZto vpravo lichym cislem 1.

Podobné napt. pro a = 57, kdyZ se prvocinitel 2 v soucinu na levé strané viibec neobjevi:

39 Viz vysvétlivka ,,Pfiklad rozkladu prirozenych ¢isel na prvocinitele®, kde je i pfiklad pro lepsi pochopeni.

40 Ani v pfipadé, Ze by v rozkladu ¢isla d nebyla Zadna dvojka, nedosahneme rovnosti. Soucin jakychkoliv prvocisel,
ktera neobsahuji 2, nemtZe byt dvakrat vétsi nez souCin jinych prvocCisel. (Pozndmka F. Douska — diky Frantisku!)

41 To znamena, Ze najit jeden kontrabajspil by k vyvraceni ptredpokladu nestacilo.
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(2°-3-19)-(2°-3-19)#2-(3-41)- (3-41), kde 2° = 1, j.:
(1-3-19)-(1-3-19)#2-(3-41)-(3-41)

Ani pfi volbé jinych hodnot a a d nemtizeme dosdhnout rovnosti prosté proto, Ze na levé strané
bude pocet dvojek vZdycky sudy (pripadné nulovy), kdeZto na pravé strané vZdycky lichy.

Pozi¢ni Ciselné soustavy

Ciselnd soustava se nazyva pozi¢ni, kdyZ hodnota &islice zavisi také na umisténi (tj. pozici)
Cislice v Cisle, napt. Cislice 1 ma v cisle 321 hodnotu ,,jedna“, ale v Cisle 123 ma stejna Cislice 1
hodnotu ,,sto“. Naproti tomu napf. latinské chronogramy nejsou pozicni — prosté jen seCitame
hodnoty cislic v napisu. Napf. napis na kapli sv. Judy TadeaSe v Dobrichovicich: ,,aeDes sanCto
thaDaeo apostoL.o qVI oDIo habetVr gratls eX Voto poslta“ obsahuje letopocet 500 + 100 + 500 +
50+5+1+500+1+5+1+10+ 5+ 1=1679, kdy byla kaple postavena.

Zaklad soustavy fika, kolik riiznych ¢islic mame k dispozici, kdyZ chceme zapsat cislo.
Jednociferna cisla maji hodnotu danou svoji jedinou cislici — to je ve vSech soustavach stejné.
Rozdil je v hodnotach vyssich Fadd, napr. v trojkové soustavé mame cislice 0, 1 a 2. Proto €islo tfi
nemuZememe zapsat jedinou ¢islici 3, nybrz dvojciferné jako 1 trojku a Zadnou jednotku:

10 (3) =3 (10),
kde cislo v zavorce je zaklad soustavy zapsany desitkové. Podobné cislo Ctyti zapiSeme jako 1
trojku a 1 jednotku:
11(3)=3+1(10)=4(10).
Jednotky zlistavaji jednotkami ve vSech soustavach. TakZe ¢isla jedna aZ deset zapiSeme desitkoveé:
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 (10)
anapf. 123 (10)=1-10>+2- 10"+ 3 - 10° (10)
sedmiCkove:
1,2,3,4,5,6, 10, 11, 12, 13 (7)
anapt. 123(7)=1-7*+2-7"'+3-7°(10) =49 + 14 + 3 = 66 (10)

trojkoveé:

1, 2,10, 11, 12, 20, 21, 22, 100, 101 (3)
anapt.210(3)=2-3*+1-3'+0-3°(10)=18 +3 + 0 =21 (10)
dvojkové:

1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010 (2)
anapf. 101 (2)=1-2>+0-2'+1-2°(10)=4+0+1 =5 (10).

Periodické rozvoje racionalnich ¢éisel
Nekonecné rozvoje jsou ,,periodické“ — posledni cislice se opakuji, napt.:
22 /7 =3,142857 142857 142857...
Opakovani oznaCujeme nadtrZenim, napt.:
« 1/3=03
s 22/7=3,142857
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Souvisi to i s tim, Ze [EISEREINKERE!, ktera jsou v desitkové soustavé periodickd, mizeme vzdy
zapsat v prisluSné ciselné soustavé kone¢nym poctem Cislic a bez periodického opakovani, napt.:
e 1/3=0,1(3)
Cteme: ,,Zadna celd a jedna tfetina v trojkové soustavé® — prosté misto desetin, setin a tisicin
piSeme za Fadovou Carkou tfetiny, devitiny, sedmadvacetiny atd.

Podobné:

e 22/7(10)=3-7+1)/7((10)=3,1(7)
(sedmickoveé: tfi celé a jedna sedmina).

Jiny zptisob, jak ovérit, Ze Cislo je , nabizi Lukas Havrlant v [25] v kapitolce ,,Pfevod
periodického Cisla na zlomek“.*

Vypocet iracionalniho Cisla fadou

Casto se podaii vyjadfit iracionalni ¢islo jako funkéni hodnotu néjakého znamého argumentu,
napt. Eulerovo cislo e jako hodnotu funkce e* pro argument x = 1, tj.
e=e'
A pro nékteré funkce (napf. pravé pro e*) se daji v urCitém rozsahu argumentti najit nekonecné rady:
dosadime vhodnou hodnotu za argument a ¢im vice ¢lenti fady poscitame, tim presnéjsi hodnotu
hledaného cisla ziskame, viz [17] a [18].

Vyhoda Fad spociva v tom, Ze zatimco nékteré jiné funkce se obtizné pocitaji, fady staci poscitat,
coZ neni nic sloZitého, zato pracné to byva velice. Problém je, Ze fady, které scitame, jsou nekonec-
né a Ze bychom tedy méli scitat donekonecna. K praktickym uceliim vsak staci poscitat fadu jen tak
daleko, abychom dosahli potfebné presnosti a zbytek se prosté zanedba (ale i tak to muzZe byt
problém, kdyz se fada pribliZzuje k feSeni pomalu — viz priklady v pomtckach). Najit fady, které
rychle dosahnou poZadované presnosti, byva zapeklity ikol i pro profesionalni matematiky, ale dafi
se to. Takové vypulirované perly mezi fadami se pak pouZivaji v implementacich programovacich
jazyk k rychlému vypoctu standardnich funkci, jako je sinus, logaritmus, odmocniny apod.
Priklady nékolika zakladnich (neoptimalizovanych a tedy vypocetné naro¢nych) fad vSak dokaze
naprogramovat i matematicky laik nebo zacatecnik. Je to docela hezké programatorské cviceni a vy-
sledkem je nazorna pomiicka, s jejiZz pomoci neprogramator pochopi, jak se daji pocitat realné
funkce nebo iracionalni ¢isla fadou:

Nap¥. pro vypocet Cisla e je znama rada:
e=1+1+(1/2) + (1/2/3) + (1/2/3/4)...
Podobné pro vypocet Ludolphova ¢isla m:
n=4-(1-13+1/5-1/7..))
nebo takhle:
n=4-4/3+4/5-4/7...

42 viz https://www.matweb.cz/racionalni-cisla/
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Hippasovo ¢islo V2 se da spocitat podle [9] takhle:

V2=1+=—

11,13 135 1357
2 24 246 2468 246810

K vypoctim téchto tii fad mtiZete pouZzit nazorné pomticky na webovych strankach:

EulerovoCislo.html
HippasovoCislo.html

LudolphovoCislo.html

Vypocet iracionalniho éisla bisekci (plilenim intervalu)

Postup si vysvétlime na vypoctu Hippasova cisla. Jak na to?

Rovnici x* = 2 pfevedeme do tvaru x*> — 2 = 0. ReSeni pak najdeme pFimo na priiseciku osy
x s grafem funkce f(x) = x* — 2. Obrazek je ndzornéjsi nez text, navic poslouzi k dost presné-
mu odhadu intervalu, ve kterém najdeme FeSeni, a také vypocet bude jednodussi.

Diilezité je, aby funkce f(x) = x* — 2 ve zvoleném intervalu bud’ stéle rostla, nebo naopak
stale klesala — a pritom aby graf funkce protal osu x (viz obrazek). Jinak se miZe stat, Ze
postup vypoctu nepovede k vysledku.

Predevsim musime odhadnout interval, ve kterém leZi x. Za dolni mez miiZeme zvolit ¢islo
1, protoZe vime, Ze 1° -2 =-1 < 0. Za horni mez pak tfeba Cislo 2, protoze 2> -2 =+2> 0.
Zvoleny interval 1 < x < 2 zaruCuje, Ze vypocet povede k vysledku. S pomoci grafu bychom

mohli odhadnout tésnéjsi interval (dolni a horni mez bliZ k FeSeni), ale takhle ndm wvyjde
Citelnéjsi obrazek.
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Obrazek 16: Hledani odmocniny bisekci, vychozi stav

* Vyjmenujme proménné potrebné k vypoctu:

o x;— dolni mez intervalu, kde hledame feSeni

o xp— horni mez intervalu, kde hledame reSeni

o y;—hodnota f(x;)

©  y,—hodnota f(xn)

o X, — aktualni hodnota ptiblizného vysledku (zptesiiuje se s kazdym krokem vypoctu)
© y,—hodnota f(x.)
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Postoupime ve vypoctu o jeden krok:

X+X, . . . :
o  Xx.= —5 = tj. vypoCteme novou hodnotu X, uprostfed mezi x; a X.

o Jestlize (y,<0)e(y,<0) —tj.jestlize bud y,<0 azérovef také y,<0 , anebo
y,=0 azaroven také y,=0

= tak nastavime x; = x, a y; = y,, kde y, = f(x,)
(tj. je-li bud’ y, mensi neZ hledané feSeni a funkce roste, nebo neni-li y, mensi nez
hledané feSeni a funkce klesa, posuneme dolni mez odhadu x; bliZ k feSeni)

= jinak nastavime x; = x,ay, = yr
(tj. neni-li bud’ y, mensi neZ hledané feSeni a funkce roste, nebo je-li y. mensi nez
hledané feSeni a funkce klesa, posuneme horni mez odhadu blizZ k feSeni)

¥n
X

-2

Obrdazek 17: Po prvnim kroku vypoctu se novd hodnota horni meze intervalu
pribliZila k reSeni rovnice. Dolni mez intervalu se nezménila.
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* Opakujeme kroky vypoctu. S kazdym krokem se vypoctena hodnota x pribliZuje k feSeni a
prislusna hodnota f(x) se pribliZuje k nule — v grafu vidime, jak se interval kazdym krokem
zuzuje stéle tésnéji k priseciku osy x s grafem funkce f(x).

* Vypocet ukonc¢ime, bud’ kdyZ dosahneme poZadované presnosti FeSeni, nebo kdyzZ se
vypoctena hodnota prestane ménit (tj. kdyZ to pocitaC prosté uzZ neumi spocitat presnéji).

-2

Obrazek 18: V dalsich krocich dospéjeme aZ k hodnoté x,, kterd se pribliZi k FeSeni s poZadovanou
presnosti.
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PfisluSny program v javascriptu pak miZe vypadat napf. takto:

function f(x) {return x*x-2;} /* x2-2 = 0 v intervalu 1..2 */
var x1=1, xh=2, yl=f(x1l), yh=f(xh), xr, yr;
function iterate() {
xr = (xL + xh) / 2;
yr = f(xr); // funkéni hodnota v bodé x = r
if ((yr <0) == (yl <0)) {
xl=xr; yl=yr;
} else {
xh=xr,; yh=yr;
y //-1if
return xr;
} //-iterate

Funkci iterate () spoustim tlaCitkem z webové stranky,* takZze pokracovani a ukonceni vypoctu
ponechavam na uZivateli.

Bisekce je jednoduchd, nazorna a obecna metoda feSeni rovnic, pokud

* rovnici miZeme vyjadrit ve tvaru f(x) = 0

* dokaZeme spravné odhadnout interval proménné x, ve kterém se nachazi jedno hledané
feSeni

* apokud f(x) vSude v tomto intervalu bud’ roste, nebo klesa.

wevrs Mo, Wewrs

Tyto podminky plati i pro metodu secen (to je efektivnéjsi, ale sloZitéjsi metoda feSeni rovnic).

Vypocet iracionalniho €isla metodou se€en

Postup si vysvétlime opét na vypoctu Hippasova cisla. Jak na to?

* Rovnici x* = 2 pfevedeme do tvaru x* — 2 = 0. ReSeni pak najdeme pfimo na priseciku osy
x s grafem funkce f(x) = x* — 2. Obrazek je nazornéjSi neZ text, navic poslouzi k dost
presnému odhadu intervalu, ve kterém najdeme feSeni, a také vypocet bude jednodussi.

» Dilezité je, aby funkce f(x) = x* — 2 ve zvoleném intervalu bud’ stéle rostla, nebo naopak
stale klesala — a pfitom aby graf funkce protal osu x (viz obrazek). Jinak se miZe stat, Ze
postup vypoctu nepovede k vysledku.

e Predevsim musime odhadnout interval, ve kterém lezi x. Za dolni mez muZeme zvolit Cislo
1, protoze vime, Ze 1*—2 = -1 < 0. Za horni mez pak tfeba €islo 2, protoze 2°—2=+2> 0.
Zvoleny interval 1 < x < 2 zarucuje, Ze vypocet povede k vysledku. S pomoci grafu bychom

mohli odhadnout tésnéjsi interval (dolni a horni mez bliZ k feSeni), ale takhle nam vyjde
Citelnéjsi obrazek.

43 Viz Bisekce.html
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Obrdazek 19: Hledani odmocniny metodou secCen, vychozi stav

* Vyjmenujme proménné potfebné k vypoctu:
o x;— dolni mez intervalu, kde hledame feSeni
© X — horni mez intervalu, kde hledame reSeni
© y;—hodnota f(x;)
©  y,— hodnota f(xn)
© X, — aktudlni hodnota ptiblizného vysledku (zptesiiuje se s kazdym krokem vypoctu)

© y,—hodnota f(x.)
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* Postoupime ve vypoctu o jeden krok:

_ Y XiTYr Xy, . . « C Moo .
Xx,=———— —1tj. na zakladé€ podobnosti trojuhelniki X-Xp-Yr a X-X=y; (viz
YY1

,Obrazek 19%, ,,Obrazek 20“) vypoc¢teme* novou hodnotu X;

o Jestlize (y,<0)e(y,<0) -t jestlize bud' y,<0 azdroveii také y,<0 , anebo
y,=20 azéaroven také y,>0

= tak nastavime x; = x, a y; = y,, kde y, = f(x,)
(tj. je-li bud’ y, mensi neZ hledané feSeni a funkce roste, nebo neni-li y. mensi nez
hledané feSeni a funkce klesa, posuneme dolni mez odhadu x, bliZ k feSeni)

= jinak nastavime x; = x,a yn = yr
(tj. neni-li bud’ y, mensi neZ hledané feSeni a funkce roste, nebo je-li y. mensi nez
hledané feSeni a funkce klesa, posuneme horni mez odhadu bliZ k feSenf)

-2

Obrdzek 20: Po prvnim kroku vypoctu je ptivodni secna Sedivd a novd Cervend
secna se pribliZila k reSeni rovnice. Dolni mez intervalu se posunula v ose x
doprava a prislusnd funkcni hodnota y se pribliZila vzhiiru k nule.

44 Celé odovozeni je podrobné uvedeno ve vysvétlivce ,,Odvozeni kroku vypoctu rovnice metodou secen”
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* Opakujeme kroky vypoctu. S kazdym krokem se vypoctena hodnota x pribliZuje k feSeni a
prislusna hodnota f(x) se pribliZuje k nule — v grafu vidime, jak se interval kazdym krokem
zuzuje stéle tésnéji k priseciku osy x s grafem funkce f(x).

* Vypocet ukonc¢ime, bud’ kdyZ dosahneme poZadované presnosti FeSeni, nebo kdyzZ se
vypoctena hodnota prestane ménit (tj. kdyZ to pocitaC prosté uzZ neumi spocitat presnéji).

/

-2

Obrazek 21: V dalsich krocich dospéjeme az k secné, ktera se priblizi k reseni s poZadovanou
presnosti
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PfisluSny program v javascriptu pak miZe vypadat napf. takto:
function f(x) {return x*x-2;} /* x2-2 = 0 v intervalu 1..2 */
var x1=1, xh=2, yl=f(x1l), yh=f(xh), xr, yr;

function iterate() {
xr = (yh * xU - ylL * xh) / (yh-yl);

yr = f(xr);
if ((yr <0) == (yl <0)) {
x1=xr;
yl=yr;
} else {
xh=xr;
yh=yr;
Y //-1f

return xr;
} //-iterate

Funkci iterate () spoustim tlacitkem z webové stranky,* takZe pokracovani a ukonceni vypoctu
ponechavam na uZivateli.

Metoda secen neslouZi jen k vypoctu odmocniny. Je to pomérné efektivni a obecna metoda
vhodna k FeSeni rovnic, pokud
* rovnici miZeme vyjadrit ve tvaru f(x) = 0

* dokaZeme spravné odhadnout interval proménné x, ve kterém se nachazi jedno hledané
reSeni

* apokud f(x) vSude v tomto intervalu bud’ roste, nebo klesa.

Stejné podminky je potfeba dodrzet i pri bisekci (to je jednodussi, nazornéjsi, ale méné efektivni
metoda feSeni rovnic).

Odvozeni kroku vypocétu rovnice metodou se€en
O jeden krok vypoctu postoupime takto:
Y Xy Yr X,
X, =
Y= Yi
Vyjdeme z podobnosti trojihelniki na obrazcich Obrazek 19, Obrazek 20:

Xh_Xr _Xr_xl

Y —JYi
Z toho postupné odvodime:
X=X, X—X

Yh Yi

r

45 Viz MetodaSecen.html

29


https://drive.google.com/file/d/1MtFP2peVyMRKeZSo8yO1aepCB6HxPJ19/view?usp=drive_link

X, X, X X

Yh }’h_YI Yi

r r

Yo Yo Y1 Yn

X, X, X X,

Xe' Yo XY X Ye ™ Xn

YryYn Yirya Y'Y

Xr'(}’h—YI) X Yn—Xn'Yi

Y'Y Yi'Yn

¢ Xr'(}’h—YI):Xz'yh—yh-yl a konecné:

Y XY Xy
X,=—
Yo=Y
Toto odvozeni je v rozfazované (a snad i ndzornéjsi) podobé uvedeno v prezentaci na adrese
RealnaCisla 4.pdf

Definice mnoziny pfirozenych Cisel

Definice mnoziny prirozenych ¢isel mtize vypadat napt. takhle:

Mnozina prirozenych cisel N je definovana dvéma operacemi, kterymi vznikaji jednotliva ¢isla, tj.
prvky mnoZiny:

* 0 - je operace bez parametri, predstavuje sama sebe a je to tedy konstanta nula.

* nasledovnik (x) — je operace s jednim parametrem a definuje ostatni prirozena ¢isla.
Pro jednoduchost miiZeme vysledky operace ,,nasledovnik“ pojmenovat 1, 2 atd.:

* nasledovnik (0) =1

* nasledovnik (nasledovnik (0)) = nasledovnik (1) =2

e atd.

Timto zptisobem jsme nadefinovali celou mnozinu pfirozenych cisel vCetné nuly.

Podivné vilastnosti nekonecen

Jedna z podivnych a na prvni pohled i zdanlivé paradoxnich vlastnosti jak hustého usporadani
v intervalu, tak i bodl na usecce je:

* Roztdhneme-li usecku do nekonecna, usporadani bodi se tim neziedi. Polopfimka a pfipad-
né i pifimka bude zaplnéna stale stejné husté jako ptivodni tdsecka.

* Roztdhneme-li [EEERENNBHIENEN do nekonecna, ani usporadani cisel se nezredi, nybrz bude
stale stejné husté.
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Néazornym prikladem miZze byt interval (0; 1> v oboru . Prevracenim hodnot
Cisel z tohoto intervalu vznikne interval <1; o). Kdybychom zacali pocitat prevracené hodnoty po
desetinach, dostali bychom posloupnost

10/10, 10/9, 10/8, 10/7, 10/6, 10/5, 10/4, 10/3, 10/2, 10/1

— a tuto posloupnost bychom pak donekonecna zahust'ovali (tfeba jako krupicovou kaSi nekonec-
nym vafenim na tvrdo aZ na Sutr).

Nedostatkem uvedeného prikladu je, Ze se interval neroztahl na cely obor ,
nybrZ jen na cisla kladna od +1 vys. VSichni asi tuSime, Ze pfidanim cisel menSich neZ 1 se mohut-
nost intervalu nezméni*. Pfesvédcivéjsi by bylo pouZit funkci tangens*” na zobrazeni redlného inter-
valu (—/2; +1/2) na Ciselnou osu® s tim, Ze co plati pro Cisla realna, musi platit stejné dobfe i pro

Cisla racionalnif 24y

Funkce tangens funguje tam i zpa-
tky — zpatky se jedna o inverzni funk-
ci arkus tangens. Funkce arkus tan-
gens zobrazi celou ¢iselnou osu na
interval (—/2; +1/2), takZe jeden i y y
kazdy bod na ose x ma sviij jeden
obraz v intervalu na ose y — viz graf
na obrazku 22. Vypada to absurdné, -1T
zv1ast kdyZ si uvédomime, Ze tako- -zi2
vych intervali na ose y je také neko-
necné mnoho. Zkratka: neni neko-
necno jako nekonecno a nekonecna

nemtiZeme porovnavat stejnym zpi- Obrdzek 22: Graf funkce arkus tangens, viz
http://84.242.77.122/ uc%282ebnice CS/Matematicka analyza/Funkce

[Elementarni _funkce/Goniometricke funkce/atg.GIF

T2

sobem, jak porovnavame ¢¢ld nebo
realna cisla, viz [5].

Jak naprogramovat vyjmenovavani realnych cisel

ProtoZe je realnych cisel mnohem vic nez Cisel racionalnichRESRMIONY neprekvapi, Ze stejné jako
se nedaji vyjmenovat podle navodu konecnym poctem krokd. Vyjmenovavani
se da naprogramovat, program pobéZi, ale neskon¢i a nedospéje k vysledku.
Podobné i vyjmenovavani cisel realnych se da naprogramovat na pocitai nebo spiS v siti
pocitaci®®). MnoZinu vSech realnych ¢isel tedy miZeme konstruovat tfeba takhle:

46 ...coZ je dalsi zdanlivé paradoxni podivna vlastnost nekonecen (setkali jsme se s ni uZ p¥i Cislovani gelych cisel
Cisly pfirozenymi)...

47 Viz graf na obrazku napt. ve Wikipedii https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tangent one period.svg

48 Meze intervalu jsem vyjadril v obloukové mite (ktera vyjadiuje tihel pomérem délky kruhového oblouku
k poloméru kruznice — vime, Ze celé kruznice je 2n-ndsobkem poloméru, takzZe oblouk délky 2mr opiSe thel 2n =
360°. Podobné m = 180°, m/ 2 = 90° atd.)

49 Pozor: Vypocetni postup, ktery nazna¢im, rozhodné nepat¥i mezi algoritmy uZ proto, Ze jednak nekon¢i a jednak
poradi krokti vypoctu nebude jednoznacné urceno. SpiS si predstavime, Ze pobéZi soubézné ¢im dal vic paralelnich
vétvi vypoctu.
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* Budeme vyjmenovavat vSechna realna cisla v intervalu (0; 1) postupné i soubézné ve vSech
dil¢ich intervalech, ke kterym dospéjeme, a to takto:

o Cisla budeme vyjmenovavat ve dvojkové soustavé — postup se tim zjednodusi.

o Spustime soubézny proces, ktery bude stejnym zptisobem vyjmenovavat spodni
polovinu intervalu, napt. (0; 0,1) (2). Polovicni interval kupodivu obsahuje stale stejné
nespocetné nekonecné mnozstvi realnych cisel, ale to nam viibec nevadi.

o Spustime soubézny proces, ktery bude stejnym zptisobem vyjmenovavat svrchni
polovinu intervalu, napft. (0,1; 1) (2).

© Vyjmenujeme cislo, které se nachazi uprostred intervalu, napr. 0,1 (2) — toto Cislo
zatadime k dalSimu zpracovani mezi vysledky, ke kterym jsme dospéli.

* Kazdé cislo x z intervalu (0; 1), ke kterému vypocet dospéje, promitneme na realnou osu
vzajemné jednoznacnym zobrazenim: tg (x—1/2) - m)

© QOdectenim x — 1/ 2 posuneme x z intervalu (0; 1) do intervalu (-1/2; +1/2).

© Vynasobenim cislem m se interval (=1 / 2; +1 / 2) zobrazi (,,roztahne“) na (-n/ 2; +n/ 2).
Vzhledem k tomu, Ze Cislo 7 je iracionalni s nekonecnym rozvojem v kazdé pozicni
Ciselné soustavé s prirozenym zdkladem, bude nasobeni nekone¢ny proces. Ale to nam
nevadi, procesort i ¢asu mame dost.

o Funkci tangens se interval® (-t / 2; +nt/ 2) zobrazi na celou redlnou osu.* Nevynechdme
Zadné realné cislo, ke kterému vypocet dospéje. A vypocet dospéje ke kazdému cislu,
byt nekonecnym poctem krokd, protoZe Casu i soubézné pracujicich procesorti mame vic
neZ libovolné moc.>

* Lavina soubéZnych procest zpisobi, Ze se do dvojkovych rozvoji budou na kazdou dalsi
dosaZenou pozici pripisovat dalsi a dalsi nuly a jednicky.> Jak se lavina procest bude valit
(a SiFit), tak se dvojkové rozvoje budou stale vice prodluZovat. Tento postup nejenze
nekonci, ale lavinovité spousti dalsi a dalSi soubéZzné procesy. Kazdy dosaZeny vysledek se
nasobi ¢islem m, takZe i vyhodnoceni a pfipadné vypisovani kaZzdého vysledku na monitor
pobéZi donekonecna soubéZné s ostatnimi procesy. PocitaCe zapojené do vypoctu se zahlcuji
nekone¢nymi procesy, monitory uz davno nestaci na vypisovani vysledk, veskera
vypocetni technika v libovolné rozlehlé siti je pretiZzena iplné zbyteCnym vyjmenovavanim
realnych Cisel, protoZe prace stejné viibec neubyva — stile zbyva vyjmenovat nespocetné
nekonec¢né mnoZstvi dosud stale jeSté nevyjmenovanych realnych cisel...

Naprogramovat se to d4, ale spustit takovy program bych rozhodné nezkousel (jednou jsem to uz
zkusil v omezeném rozsahu a slibuju, Ze to vickrat neudélam).
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Vypocetni zatéZ zptisobend nasobenim n vSak neni podstatnd, protoZe uz samotna mohutnost intervalu (0; 1) je
stejnd jako mohutnost mnoZiny realnych cisel R — tj. nekone¢na nespocetna.

Uhly vyjadiuji v obloukové mife, podrobnéji viz vysvétlivka ,,Podivné vlastnosti nekonecen®, pozn. 48

Viz graf na obrazku napt. ve Wikipedii https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tangent one period.svg
POZOR, znama finta! Mluvim-li o nekonecném poctu, zda se, Ze nekonecno je Cislo jako kazdé jiné...

Na aritmetiku v pohyblivé fadové Carce si musime naprogramovat svoje vlastni funkce, které budou pocitat

s presnosti na libovolny pocet platnych cislic podle potfeby.
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Von Neumannuv vesmir

Jestlize vSechny predmeéty, kterymi se matematika zabyva, jsou mnoZiny, miZeme se pokusit je
zkonstruovat z prazdné mnoZiny postupné (jako mnoZiny vSech dosud zkonstruovanych podmno-
Zin) tfeba takhle, viz [24]:

* V,={} —zacneme prazdnou mnoZinou.
* V,={{}} - prazdna mnoZina poslouZi jako prvek prvni mnoZiny jednoprvkové.

 V,={{},{{}}} — jakmile rozliSime dvé rizné mnoziny, zkonstruujeme dvouprvkovou
mnoZzinu.

o Vo= {L{{LU{L{L{{}}}} — dal$i mnoZina, kterou mtiZeme zkontruovat, obsahuje
Ctyri prvky.

o Vo= {L O HOH BB O HBLHO B S HOLHO B, L {3
HOHE L), LU0 B {OLILO ) OO, (B

(LU0 (LU LG (O LHOG LG (LU0 LD,
{{}}}}} — Sestnact prvki

* Vs obsahuje 2'° = 65536 prvkii, Vg obsahuje 2°°% prvkd, coZ je poCet, ktery vyznamné
prekracuje pocet atomti ve znamém vesmiru. Podobné pak z dosud zkonstruovanych
mnoZin konstruujeme mnoZiny dalsi a dalSi — mnoZiny se mnozi, Ze i kralici by se divili.

* V, ma mohutnost mnoZiny prirozenych ¢isel a V,+1 ma mohutnost mnoZiny realnych cisel.
To je mohutnost nespocetné nekonecna.

Tato konstrukce se spravné Cesky nazyva ,,Fundované jadro“. Do nadpisu jsem v3Sak radéji
zvolil otrocky preklad z anglictiny, protoZe jednak po zasluze odkazuje na Janose (Johna) von
Neumanna, ktery se zapsal nejen do historie matematiky v oblasti teorie mnoZin, ale také do oboru,
ktery presahuje z matematiky do konstrukce pocitacii a do programovani. Kromé toho ,von
Neumanniiv vesmir® vypada trochu tajemné a podnécuje nas k premysleni a hlubsimu studiu.

Jestli vam uvedeny postup néco pripomind, tak jste na spravné stopé. Ten postup se totiZ v né-
¢em podobd vyjmenovavani realnych ¢isel.® Souvisi to i s tim, Ze je mnoZina V. nespocetna.
Z toho plyne, Ze tak jako realna cisla, ani ,universum“ vSech mnoZin neni pretrZité, ale tvori
kontinuum.

BozZena Payerova

Moje babicka Payerova se narodila 23. srpna 1903 v Radobytcich a ,,definitivné nas predeSla“
2. ledna 1998 v Praze. Jako tzv. privatistka vystudovala chlapecké c.k. nizZsi a vysSi gymndzium
v Pisku a potom piirodovédeckou fakultu Karlovy university. Ceskou védeckou zkusebni komisi pak
byla shledana zptisobilou (tj. byla aprobovéana) vyucovat matematiku a fyziku na stfednich skolach
Republiky ¢eskoslovenské od ASe po Jasiiiu a opravnéna honosit se titulem profesorky.

Pokud si spravné vzpominam, umél jsem sotva Cist a psat, kdyZ mi vypravéla o starych
Egyptanech, ktefi znali podivny pomér perimetru a diametru kruhu, o Recich, ktefi narazili na dalsi

55 Viz vysvétlivka ,,Jak naprogramovat vyjmenovavani realnych ¢isel“
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podivny pomér uhlopricky a strany Ctverce, a tak to pokracovalo dal az k pomértim délek strun a
k hudebni akustice. Bylo toho mnohem vic, o ¢em mi povidala, vZidycky kdyZ jsem dorostl, abych
pochopil. Podstatné je, Ze kdyZ se mé nedavno jedna znama ptala na rozdil mezi a
realnymi Cisly, okamZité se mi vybavilo babic¢ino vypravéni staré uz skoro Sedesat let — a to jsem
pouzil i v tomto ¢lanku. Diky, babi!

Ivan Ryant

O mné se dozvite vSechno podstatné na mych webovych strankach
https://sites.google.com/view/ivanryant/%C4%8Desky

Navod k pouziti aneb metodicka poznamka

Kromeé textu, ktery pravé Ctete, jsou soucasti tohoto studijniho materialu také ptiloZené prezenta-
ce a pomticky v podobé interaktivnich webovych stranek, na které z tohoto textu vedou odkazy.
Celkové je tento studijni material clenén takto:

«  Piibéh ,Jak se lii redlna Gisla od [Eatauanntes“ (forma psand i zvukova)
* Diagramy pojmt a souvislosti

*  Vysvétlivky

* Tento navod

* Prezentace

* Nazorné pomticky

Studijni material je urcen vSem zdjemctim, ktefi chtéji porozumét realnym ¢isltim jako pojmu,
a to na urovni priblizné od 8. tfidy zakladni Skoly vys. Dbal jsem na to, aby material nevyZadoval
vic znalosti, nez maji Zaci asi tak sedmé tfidy ZS — vse ostatni je vysvétleno ve vysvétlivkach a
predvedeno nazornymi pomickami. Druhou cilovou skupinou jsou ucitelé, kterym material nabizim
k pouZiti ve vyuce — hlavné na ty se obracim v této kapitole. UcCitel nemusi text ¢lanku ve vyuce
viibec pouZzit, vSechno dileZzité mtiZe ukazat v pfiloZzenych prezentacich nebo na pomiickach.

Pri praci s timto materialem berte prosim v tivahu, Ze nejsem matematik, ale ucitel, softwarovy
inZenyr a programator. Z matematiky pochopim to, co si dokazu naprogramovat. Nedtvéruji axio-
mim a matematické mySleni mi neni vlastni. Pfesto se snazim matematiky pochopit a jejich
zptisobu mysleni asponi trochu rozumét. Proti mému nematematickému mysSleni postavte svoje
mysSleni matematické, aby Zaci spravné pochopili, v ¢em spociva rozdil — coZ je ostatné pékny
namét na ivahu nebo esej.

K studijnimu materialu: Pfibéh neni vyklad latky a pomticky nejsou cviceni. Vysvétlivky jsou
urceny k vysvétleni nejasnych pojmd, nikoli k soustavnému studiu stylem vylozit — procvicit —
vyzkouSet. Material nijak neomezuje ucitele v jeho operativni volbé metod a forem, ale ani z néj
bfemeno této povinnosti nesnima. Pokud jde o diagramy pojmti a souvislosti a o zvukovou podobu
pfibéhu — to je urceno hlavné dyslektikiim, ale snad to usnadni praci s textem nejen jim.
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Pribéh je spiS vypravéni urcené zejména tém, ktefi si mysli, Ze nemaji nadani na matema-
tiku — abych jim ukézal matematiku v souvislostech, aby pochopili smysl (,,pro¢ se to maji
ucit“) a aby si uvédomili vyznam matematiky v kontextu ostatnich oborti (Hippasiiv a Can-
toriv piibéh: vyvoj matematiky v souvislosti s problémy lidské spolecnosti; Pythagoras:
filosofie a mystika; hudeni akustika: pfirodni védy a uméni; rtizné metody vypoctu
iracionalnich cisel: programovani atd.) A dodejme: jak to u pfibéht byva, ani tento pribéh
neni ani tak pou¢nym vykladem, ktery by se ¢tenat mél naucit zpameéti, ale spiS fadou otazek
a namétd k hlubsimu zamysleni — at’ si to kazdy prebere, jak umi.

Diagramy pojmii a souvislosti ukazuji nazorné, o které dileZité pojmy jde a jak tyto pojmy
navzdjem souvisi. Pfi kresleni diagramid jsem vySel z normy OntoUML®, kterou jsem pro
potfeby nazorné vyuky upravil v duchu Aristotelovych Kategorii [4]. Jsou to obrazky, které
mohou nahradit dlouhé popisy a sloZita vysvétlovani. Zajimalo by mne, co na to dyslektici?

Vysvétlivky obsahuji odvozovéani (napt. odvozeni odmocniny ze dvou jako uhlopficky
¢tverce) a dlikazy (napf. odmocnina ze dvou neni racionalni Cislo)Jl vysvétluji dulezité
pojmy (napf. pozicni Ciselné soustavy) a vypocetni postupy (napf. bisekce). Uvadéji Ctenare
jak do matematického, tak i do technického (programatorského) zpiisobu mysleni. Pocitejte
s tim, Ze vétSinu zakul je potfeba ke studiu vysvétlivek néjak motivovat. Moje vysvétlivky
lze vétSinou nahradit webovymi strankami v internetu (nékteré odkazy uvadim v seznamu
literatury).

Prezentace jsou urceny predevsim k frontalnim vykladiim, aby ucitel nemusel psat na tabu-
li. Pro samostudium jsou asi vhodnéjsi vysvétlivky a pomticky. K frontdlnimu vykladu jako
didaktické formé se jesté vyjadiim z hlediska metodiky — k ¢emu a za jakych okolnosti je
dobry a kdy nikoli.

Pomiicky maji podobu interaktivnich webovych stranek, které nemaji serverovou cast
aplikace — béZi tedy pouze ve webovém prohliZeci. Interaktivita souvisi s nazornosti: uziva-
tel napr. snadno pochopi, Ze funkce f(n) = 2" roste v celém rozsahu n podstatné rychleji nez
f(n) = n. Da se pozorovat, jak rychle konverguje k feSeni napr. metoda secen a jak zoufale
pomalu obecné znamé neoptimalizované Taylorovy fady. Na simulaci kmitani strun je vidét,
jak se zkracovanim kmitny zvySuje frekvence a tedy i vyska tonu. Atd.

ProC trvam na vyucovani v souvislostech? U nds mame gymnazium jako jediny typ Skoly,
ktery ma zakim poskytovat vSeobecné vzdélani, ale neposkytuje — pravé proto, Ze Zaci se uci
jednotlivé predméty oddélené (bez souvislosti). Podle ramcového programu je to hruba chyba
(RVP-G vyZaduje presahy a souvislosti), ale ucitelé déjepisu nesnaseji, kdyZ jim do déjepisu nékdo
tahd CeStinu, CeStinafi nesnaseji v Cestiné fyziku, matikari zase déjepis atd. Ale praveé to je duleZité,
aby si Zaci srovnali v hlavé, jestli je pro vyvoj lidské kultury (tj. vSeho, co nevznikne pfirozené)

vvvvvv

tisice pohanti v lesich na stromy (a pak byl za to svatorecen a dodnes je uctivan), nebo kdyz nékdo
zkonstruuje Cerpadlo na vodu, nau¢i feldhy vZdy znovu po kaZdorocni zaplavé vymeérit jejich
policka, kapitany korabii presné odmérovat Cas pfi obeplouvani zemékoule (nebo kucharky pri

56 Viz https://ontouml.org/ — tyto diagramy znazoriiuji oborové nebo problémové ontologie (néco jako terminologické
standardy) vytvorené na zakladé Unified Foundational Ontology (UFO) Giancarla Guizzardiho pro potfeby analyzy
a navrhovani podnikovych procest (enterprise engineering, business process engineering & reengineering).
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vareni vajicek na mékko a na tvrdo), nebo zapisovat myty a eposy pomoci pismenek, aby nehrozilo,
Ze je rapsddi pozméni nebo zapomenou atd. Cilem vSeobecného vzdélani ma byt, aby Zaci chapali
svét jako smysluplny celek — a pravé to u nas Skoly nedélaji (vyjimky jsou vyjimecné — a témto
vyjimkam budiZ Cest). A pro¢ zrovna smysluplny celek? Napf. proto, Ze ztrata smyslu je jednim
z nejobvyklejsich divodt k sebevrazdé.

Jaké metody a formy vyuky doporucuji? Nabizeny material se nehodi k metodé vyloZit — pro-
cviCit — vyzkousSet. Nic proti vykladani latky. Cantortiv pribéh obsahuje myslenky a paradoxy dosta-
teCné Silené, aby dospivajici mladez zaujaly. Moje zkuSenost je, Ze gymnazisté dokaZou sledovat
Sileny vyklad tfeba i 80 minut v kuse bez prestavky, zatimco normalné jsem bud’ viibec nevykladal,
nebo omezil vyklad na 10 aZ 15 minut (jak dlouho Zaci vydrZeli sledovat). No a pravé s pozornosti
zaku ucitelé nejvic zapasi, pokud chtéji, aby se Zaci z jejich vykladd néco naucili.

Doporucené feSeni potiZi s pozornosti: Mam-li pripraveny vyklad, ale Zaci neudrZi pozornost,
vymeénim si s Zaky role (to je tzv. inverze roli) — velmi Gcinny, ale nikoli samospasitleny krok — a to
takhle: Osnovu vykladu preformuluji na seznam otézek. Zaci pak dostanou za tikol samostatné
vypracovat odpovédi, které mi na konci hodiny predloZi (napr. poSlou mejlem) k pfipominkam a
hodnoceni. Zaci mohou pracovat jednotlivé, ve dvojicich, p¥ip. mohou spolupracovat ve
skupinkach. KdyZ si nevédi rady, zeptaji se mé. KdyZ chtéji néco vysvétlit, poskytnu kratky vyklad
k tématu poZadovanému Zaky. Na jednoduché otdzky odpovidam individualné jednou vétou,
slozitéjsi otazky, pokud zajimaji vétSinu tridy, vysvétlim formou frontalniho vykladu (tady pomiize
pripravena prezentace). KdyZ nevim, tak se omluvim, doporu¢im zdroj, pFip. vysvétlim pristé.
Inverze roli spociva v tom, Ze Zaky pri studiu nefidim striktné a celou hodinu, nybrZz jim necham
volnost ve studiu zadaného tématu a na poZdddni poskytuji potfebné sluzby.

Podle mého nazoru jesté lepsi neZ jednoducha inverze roli jsou samostatné prace (bez podrob-
ného seznamu otazek) — napft. eseje nebo skupinové projekty — typicky resSit néjaky zadany problém,
napf. vyrobit nebo upravit pomticku (tfeba interaktivni webovou stranku). Zaci musi:

* Proniknout do problému (co komu vadi na soucasném stavu)

*  Pochopit problémovou situaci (vyznamy pojmi a souvislosti mezi nimi a s pomoci pojmu
pak popsat Zadouci a neZadouci chovani dosavadniho systému)

* Stanovit poZadavky na Zadouci chovani nového nebo upraveného systému

e Pokusit se o feSeni

V zdjmu vzdélavani urcité zaleZi mnohem vic na pochopeni problémové situace nez na Uispés-
ném vyreSeni problému. Timto zpisobem se rozvijeji schopnosti samostatné studovat, kriticky
uvazovat, reSit problémy a spolupracovat.

Eseje by méli Zaci vypracovavat kazdy sam za sebe (zdtivodnit sviij nazor na véc), ale redakcni
spoluprace je Zadouci (vzajemné recenze, pripominky apod.) Potom kaZzdy autor svou esej odpre-
zentuje a odevzda k ohodnoceni.

Moje zkuSenost je, Ze neni ani tak téZké zadat vydatna témata, ze kterych si Zaci vybiraji, ale je
tézZké primét Zaky k hlubSimu zamysSleni a k soustavné praci, kdyZ se jedna o projekt na nékolik
hodin. Ale ono mnohdy staci, Ze Zaci délaji néco uZitecného, délaji to radi a néjakych vysledki
prece jen dosahnou.
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Studium v souvislostech nabizi Zakiim mozZnost studovat napfi¢ predméty a ucitelim moznost

spolupracovat s uciteli jinych predméti. Da se tak uSetfit spousta Casu a usili (viz ,liny ucitel*
Robert Capek). Kazdy ucitel bude poskytovat konzultace v oboru, kterému rozumi, a nakonec si
ohodnoti projekty, eseje nebo jiné prace ze svého hlediska (CeStinaf ohodnoti srozumitelnost
vypracovanych textl a vyjadfovaci schopnost Zaki, déjepisar Gvahy o uloze matematiky v kultur-
nim a technologickém rozvoji lidské spoleCnosti, fyzikaF a ucitel hudebky hudebni akustiku,
matikar matiku, informatikar vypracované algoritmy a nealgoritmy atd.)

Priklady otazek, cviceni, namétii na eseje a témat projekti:

Zjistéte, co a proC pocitaji mravenci a jak na to prirodovédci prisli.

Jak se spocita obvod zemékoule ze vzdalenosti mezi Alexandrii a Memfisem a z uhld, pod
kterymi na tato mésta sviti poledni slunce? Ovéite prakticky! (Vzdalenost miiZzete odméf¥it
na mapé a uhly urcite podle rovnobézek, na kterych lezi Alexandrie a Memfis. MuZete
pocitat i se vzdalenosti a zemépisnymi Sitkami jinych mést, ktera leZi na shodném
poledniku.)

Sklada se pfimka z vétsSiho poctu bodi nez tisecka? Zdtvodnéte, pro¢ ano, nebo proc ne! Da
se viibec néjak porovnat pocet bodti na pfimce a na tsecce? Jak?

Jaka cisla vypliuji mezery mezi [E@ERENNIRSEN na Ciselné ose? Jak se nazyvaji? Uved'te
priklad takového cisla.

Byl Georg Cantor slusny clovék? Byl Pythagoras sluSny clovék? Proc ano? Proc ne?

Kdo byl René Descartes? Co délal na Bilé hore po poledni 8. listopadu 16207? Jaky byl jeho
vztah k Rimskokatolické cirkvi? Které slavné pojednani napsal? A o €em to je?

K dtikazu sporem: V ¢em spociva rozdil mezi dikazem pfimym a nepfimym? Je diikaz
sporem primy nebo nepfimy? Co je to kontrabajspil a k ¢emu slouzi? Jak souvisi pouZiti
kontrabajspilu s kvantifikaci (kdyZ jde o Cisla, tak se tvrzeni vztahuje bud’ na vSechna cisla,
nebo na aspon jedno c¢islo)?

Proc se iracionalni cislo neda vypocitat pomoci algoritmu?

Jak se Clovék uci? Poslechem vykladu? Nebo spiS badanim? Jak jinak? (Napf. chybami,
napodobovanim mistra, diskusi v kavarné, zjevenim tajemnych pravd, vyvozovanim dusled-
ki z ovérenych predpokladii, pozorovanim svéta, ptisobenim psychedelik, Zivotni praxi, po-
chybnostmi, iZasem...)

Opravdu touZi vSichni lidé od pfirozenosti po védéni? Zdtvodnéte svoji odpovéd! Ktera
kniha zac¢ina tvrzenim, Ze tomu tak je? Ktery optimista je jejim autorem?

Jak se matematické mysleni 1iSi od mysSleni zaloZeného spiS na zkuSenosti a ze zkuSenosti
plynouci reflektované existencialni praxi? Jak premysli matematik? Je to normalni? Pokud
ne: Jak se liSi matematické mysleni od normalniho mySleni? Pokud ano: jakou normu
splifuje? Cim je matematické mysleni cenné, pfip. nenahraditelné, a jaké mé slabiny?
Porovnejte exaktni mySleni s empirickym.
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* Patfi do matematiky i to, co clovék nevymysli a nezkonstruuje? Da se v matematice vymy-
slet a zkonstruovat vSechno?

* Je matematika i s iracionalnimi cisly a nespocetnymi mnoZinami néco objektivniho, néco, co
si lidé nevymysleji, nybrz objevuji? Nebo je matematika naopak jen lidsky vymysl? Nebo je
to jinak? Zdtvodnéte!

* Vyhledejte celou vétu z knihy Kazatel, ze které cituji v textu. Kdy pribliZné byla napsana?
Je stale aktualni? Souhlasite s ni? Zdivodnéte proc ano a proc ne!

Uvedené otazky a naméty maji riiznou troven obtiznosti a ne kazdy zdk bude schopen kazdou
otazku pochopit. Také odpovédi pak budou zaviset na véku a dosaZzeném vzdélani Zaka. Kladné
bych hodnotil predevsim schopnost kritického zhodnoceni otazky, schopnost rozpoznat relevantni
zdroje a vytéZit je a koneCné samostatnost celkového tisudku pfi odpovédi.
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