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Uvodni slovo realizaéniho tymu

Cilem projektu Vzdélavani dotykem je predevsim inovovat IC zafizeni ve Skolach pro
zefektivnéni vyuky. V 21. stoleti se IC neodmyslitelné stava soucdsti vyuky na vSech stupnich
Skol. V Zddném pripadé nema toto zafizeni slouZit k nahrazeni standardni vyuky, ale cilem je
tuto vyuku predevSim inovovat a zefektivnit. Dnesni IC technika dokaze pritdhnout a
motivovat Zaky k predmétim, které nepatfi mezi oblibené pro svoji sloZitost. Pokud ucitel
dokaze propojit klasickou vyuku s informacnimi technologiemi, mlze se i z neoblibeného

pfedmétu stat populdrni.

Uvédomujeme si, Ze vyuzivani modernich IC zafizeni klade na ucitele nemalé naroky, a
jedinou moZnosti, jak v tomto obstat, je neustalé vzdélavani se. Proto jsme do tohoto projektu
zaradili i mnozstvi kurzl, které jsme koncipovali tak, abychom co nejvice pomohli ucitelim se

ziskanim praktickych dovednosti v této oblasti.

Kurzy jsme rozdélili do 4 vzdélavacich oblasti. Prvni je zaméfena na problematiku
zaddvani verejnych zakazek pfi pofizovani ICT zafizeni do Skol, druhd aktivita je zamérena na
obecné znalosti ovladani ICT, véetné ochrany autorskych prdv a nebezpedi pocitacové
kriminality a kybersikany. Treti a ¢tvrta aktivita jsou jiz plné zaméreny na vyuziti ICT ve Skolach.
Ucitelé maji moZnost sezndmit se s vyuZitim ICT technologii pfi vedeni elektronickych
dokumentu, s tvorbou elektronickych vyukovych materialQ, véetné jejich ukladani na virtudlni
ulozisté. Dale se pedagogové seznami s moznosti vyuziti ICT zafizeni pti vyuce cizich jazyka,

matematiky, ¢eského jazyka, odbornych a ptirodopisnych predmétu.

Kurzy jsou koncipovany a pfizplisobeny vidy dané skole, protoZe jsme si védomi, Ze
existuji zna€né rozdily ve vybavenosti Skol ICT zafizenim a technickych znalosti jednotlivych

uciteld.

Cilem vyukového materialu neni komplexni shrnuti dané problematiky, ale predevsim
shrnuti obecnych informaci, na kterych je mozné dale stavét. Je dlleZité pfipomenout, Ze ICT
technologie jdou neustdle dopfedu a pokud chce uditel vyuzivat tato zafizeni ve své vyuce, je

nutné se v této oblasti neustale vzdélavat.




Vérime, Ze timto projektem pomUzZeme ucitellim v aplikaci ICT do vyuky a usnadnime

jim tuto nelehkou praci.

Realizacni tym Centra vzdélanosti Libereckého kraje, p. o.



Cile kurzu

Kurz ,,Netradi¢ni formy vyuky v matematice — vyuziti IC* bude rozdélen na dvé ¢asti. Prvni
¢ast kurzu bude vénovana prezentaci vybranych uloh z rlznych kapitol matematiky za vyuZziti
programu GeoGebra 2D a GeoGebra 3D. Naplni druhé ¢&asti kurzu bude predstaveni
freewarového geometrického programu GeoGebra a seznameni se s uzivatelskym prostiedim
tohoto programu. Druha cast kurzu bude zakoncena workshopem, ve kterém si budou
Ucastnici kurzu moci vyzkouSet tesSeni zadanych ¢i tvorbu vlastnich rovinnych, ale i
prostorovych uloh v programu GeoGebra nainstalovaném na projektovych tabletech ci

noteboocich.




1.Uvod

Program GeoGebra je moziné uzit velmi efektivné pfi vyuce rdznych matematickych
disciplin jako napf. pfi vyuce spontdnni stereometrie; planimetrie ¢i stereometrie -
v programu je totiz velmi snadné prepnuti mezi 2D a 3D mddem; dale pak pfi vyuce rovinné i
prostorové analytické geometrie; matematické analyzy; algebry apod.

Vzhledem ke skuteénosti, Ze GeoGebra je freewarovy program, je mozné jej pfi vyuce volné
vyuZivat bez potfeby zakoupeni drahych multilicenci, jako je tomu u komerénich softward. Zaci
¢i studenti si jej mohou téZ nainstalovat na své domdci PC a pouzivat jej tak i k procvicovani
doma. V soucasné dobé jiz existuji applety programu GeoGebra pro interaktivni tabule a pro
tablety. Vyvojari programu pracuji nepretrzité na vylepSovani programu GeoGebra, ale také
na appletech GeoGebry pro mobilni telefony. GeoGebru je tedy mozné pouzivat na riznych
ICT zafizenich a na rdznych mistech s moznosti pfipojeni
k internetu, nebot je k jeji spravné funkénosti potreba Java. K praci s GeoGebrou neni tedy
potieba navstévy pocitacové ucebny. Je ji mozno uzivat v béznych tridach.

Ovladani GeoGebry je velmi intuitivni, Ize v ni , pfeskakovat” mezi rliznymi okny, tj. mezi
algebraickym oknem, CAS (Computer Algebra System) oknem, 2D ¢i 3D geometrickym oknem
¢i tabulkou. GeoGebra obsahuje velkou fadu prikaz a rlznych ndstrojll, jejichZ uZiti zajisti
uzivatelim vytvoreni ¢i vyreseni velkého mnozstvi Uloh. Nékteré takové ulohy jsou spole¢né

s nékterymi potfebnymi funkcemi programu GeoGebra predstaveny v nadchazejici kapitole.




2. Prezentace matematiky s vyuzitim GeoGebry

2.1. Spontanni stereometrie a GeoGebra

GeoGebru Ize s vyhodou uZzit pfi vytvareni zadani, ale predevsim i pfi ndzornych ukazkach
feSeni prikladd spontdnni stereometrie. Vtéto podkapitole dodrzuji ¢astecné clenéni
spontanni stereometrie dle knihy [1] prof. Hejného. Pro vybrand témata spontanni

stereometrie uvadim pro ilustraci nékteré netradi¢ni stereometrické ulohy.

Grafickd zndzornéni zadani, resp. reSeni jednotlivych Uloh spontanni stereometrie jsou
vymodelovana v programu GeoGebra. Néktera reseni jsou v GeoGebre vytvorena v dynamické
podobé za uziti dynamickych nastrojl programu. Do textu jsou ale vloZena staticky (analogicky
tak tomu bude i u nékterych uloh v ostatnich kapitolach vénovanych dalSim matematickym
disciplinam). Béhem vyucovacich hodin mlzZe uditel Zakiim/studentim poustét dynamické
applety zobrazenych prostorovych situaci pfimo z programu GeoGebra, anebo je muze
spoustét z internetovych prohlize¢d v podobé exportovanych html souborl z programu
GeoGebra. Ucitel tak muze studentim pfibliZit prostorovou scénu zobrazujici zaddni, ev.
reseni Ulohy dle potfeby, z takového Uhlu pohledu, ktery je pro Zaky/studenty nejnazornéjsi,

atd.

2.1.1 Geometrické téleso

Cast spontanni stereometrie nazvand Geometrické téleso je vénovanad modelovani
téles podle obrazku ci predlohy; zobrazovani téles ve volném rovnobézném promitani (VRP),

pomoci kétového zapisu, plidorysem narysem a bokorysem; skladani a rozkladani téles; ...




Uloha 2.1.1:
Pomoci kostek vymodelujte a posléze ve VRP zobrazte krychlové téleso zapsané

pomoci nasledujiciho kétového zapisu:

a) 1,2 |1,23 b)

1,2 | 1 | 1,2

1,2

1,2 | 1,2 1 1

Obr. 1: a) Kotovy zapis krychlového télesa (zadani); b) zobrazeni krychlového télesa ve VRP (feseni)

Uloha 2.1.2:
Ve VRP zobrazte téleso, jehoz Sesti sténami jsou Ctverce leZici ve sténach krychle a

zbyvajicimi osmi sténami jsou rovnostranné trojuhelniky.

Reseni: Nejprve zobrazime krychli ve VRP. Uvédomime-li si, e sténami nové vzniklého télesa
maiji byt Ctverce, leZici ve sténach plvodni krychle, a rovnostranné trojuhelniky, je zfejmé, ze
Ctvercové stény nové vznikajiciho télesa nemohou splyvat se sténami pavodni krychle. Musi
byt tedy néjakym zplisobem natoceny. Pfipomeneme-li si, Ze zbyvajicimi sténami maji byt
rovnostranné trojuhelniky, dojdeme k zavéru, zZe vrcholy ¢tvercovych stén nové vznikajiciho
télesa budou stfedy hran pavodni krychle. Hledané téleso je zndazornéno

ha obr. 2.

Obr. 2: Téleso s poZzadovanymi

sténami a) se znazornénim neviditelnych

hran, b) bez neviditelnych hran télesa




Uloha 2.1.3: (Z ptadi perspektivy)

Ktery ze tfi obrazk( odpovida pohledu na sestavu objektl shora?

Obr. 3: Sestava objekt(; A, B, C —tfi pohledy na sestavu shora (tfi pddorysy sestavy)

Reseni: Spravnym pohledem na danou sestavu shora je pohled C, co? Ize velmi snadno ovéfit

pohybem jednotlivych scén v programu GeoGebra 3D.

Uloha 2.1.4:

Je dana sklenéna krychle a na ni je prilepena Cervena stuha. Je dan pldorys (pohled
shora), narys (pohled zeptredu) a bokorys (pohled z boku) dané krychle. Pfilepenou stuhu
zakreslete na krychli zobrazenou ve VRP.

plGdorys narys bokorys

Obr. 4: PGdorys, narys a bokorys sklenéné krychle s prilepenou ¢ervenou stuhou



Reseni: Reseni tlohy je jednoznaéné a je zobrazeno na obr. 5.

Obr. 5: Sklenéna krychle ve VRP s pfilepenou Cervenou stuhou

Uloha 2.1.5:

Rozhodnéte, zda je mozné odebrat z krychle sloZzené z 27 mensich shodnych krychli
1 krychli, 2 krychle, ... 14 krychli tak, aby vznikla krychlova télesa méla stejny povrch jako ma
plvodni krychle. Pro kaZzdou ze 14 moZnosti nakreslete nové vzniklé krychlové téleso ve VRP.
Reseni: PGivodni krychle ma povrch sloeny z 6 x 9 = 54 sté&n mensich krychli. A také viechna
krychlova télesa na obr. 6 maji svij povrch tvoreny z 54 stén mensich krychli. Odebereme-li
z velké krychle jednu mensi krychli, ktera tvori povrch velké krychle tfemi svymi sténami,
povrch nové vzniklého krychlového télesa je dorovnan stejnym poctem stén, které se
po odebrani mensi krychle odkryly. A proto vidy, kdyz odebereme mensi krychli, ktera se pred
svym odejmutim dotykala krychlového télesa pravé tfemi svymi sténami, z(istal povrch nové
vzniklého krychlového télesa stejny, jako byl povrch predchdzejiciho krychlového télesa, tedy
jako byl povrch pGvodni krychle. Jednotlivd krychlova télesa

ve VRP jsou pomoci programu GeoGebra 3D zobrazena na obr. 6.
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Obr. 6: Jednotliva krychlova télesa rozebrana dle daného pravidla

2.1.2 Sité téles
Cast spontdnni stereometrie nazvana Sité téles se zabyva tvorbou siti téles;

konstrukcemi téles ze siti; manipulacemi se sitémi téles; ...

Uloha 2.1.6: (zakresleni prvkd do sité)
Na obrazku je zndzornéna krychle s barevnym znaéenim (trojuhelniky) na vybranych
sténach. Dale je znazornéna sit krychle, v niz je oznacena dolni podstava krychle. Do sité

dopliite barevné oznacené objekty (trojuhelniky) dané krychle.

S e

Obr. 7: Krychle véetné barevné vyznacenych objekt( a prazdné sité
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Reseni: Pomoci nastroje ,Sit“ programu GeoGebra 3D Ize danou krychli rozloZit v sit. Krychle
se rozvine do své sité, ale na rozdil napf. od programu Cabri 3D bez barevné vyznacenych

objektl, ty musi uZivatel do sité zakreslit sam manualné —viz obr. 8.

Obr. 8: Krychle véetné barevné vyznacenych objekt(; sit krychle s barevné vyznacenymi objekty

2.1.3 Pohyb télesa

Cast spontdnni stereometrie nazvand Pohyb télesa se vénuje otaceni télesa; odvalovani
télesa, zapisu pohybu odvalovani télesa; stopé vytvorené odvalovanim télesa nebo

odvalovanim ¢asti télesa; protahovani télesa rlizné tvarovanymi otvory ...

Pomoci dynamickych nastrojli programu GeoGebra je moZiné vytvofit dynamicky
obrazek, ve kterém se krychle na zakladé uziti posuvnik( a na zakladé definované konstrukce

sama pohybuje.

Uloha 2.1.7:
Hraci kostka ma stény oznacené od 1 do 6, pficemz soucet bod proté;jsich stén je vidy
7. Krychli odvalte po vyznacené cesté. Do cerveného policka vepiste, kolik bodld bude

na spodni sténé krychle po jejim odvaleni na toto policko.

Obr. 9: Hraci kostka a plan odvalovani
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Reseni: Na spodni sténé krychle bude po jejim odvaleni po vyznadené cesté na cerveném
policku 5 bodu. PFi uziti dynamickych nastroji GeoGebry je mozné po ¢astech zobrazovat

proces odvalovani krychle po vyznacené cesté.

Obr. 10: Znazornéni vysledného poctu bodd, které se objevi na spodni sténé krychle po jejim odvaleni po dané cesté

Uloha 2.1.8: (stopa vytvorena odvalovanim &asti télesa)
Po rovné podloZce se ma premistit krychlova bedna postupnym odvalovanim z polohy

A do polohy B. Graficky znazornéte, jak se pfi odvalovani bude pohybovat hrana h.

poloha A

poloha B

Obr. 11: Pocatecni (A) a koncova (B) poloha krychlové bedny

Reseni: Redeni prikladu je spojené s otdcenim té&lesa kolem p¥imky v prostoru. Odvaleni bedny
z polohy A do polohy B tedy znamena postupné odvaleni (otoc¢eni) krychle o 90° kolem os
01, 05,03 —viz obr. 12. Cast stopy hrany h dané krychle je zndzornéna &ervenou barvou; ¢ast

stopy krajniho bodu hrany h je vykreslena zelenou ¢tvrtkruznici.



Obr. 12: Cést vysledné stopy vzniklé odvalovénim hrany h krychle z polohy A do polohy B

2.1.4 Kombinatorickd geometrie téles
Cast spontanni stereometrie nazvand Kombinatorickd geometrie téles se vénuje

vybarvovani hran télesa; vybarvovani stén télesa; kombinatorickym hram; ...

Uloha 2.1.9: (kombinatoricka hra — Sestibarevnd krychle majora Mac Mahona)

Hra majora Mac Mahona se sklada z 30 stejné velkych krychli, jejichZ stény jsou natfeny
Sesti barvami. Kazda krychle ma jednu sténu oranZovou, druhou Cervenou, treti riZzovou,
¢tvrtou Zlutou, patou modrou a Sestou zelenou. Pfitom se kazdé dvé krychle z této hry od sebe
liSi zbarvenim stén. Z 30 krychli zvolime libovolné jednu, ktera se nazyva predloha — viz obr.
13. Ze zbyvajicich 29 krychli vyberte 8 krychli a z nich sloZte vétsi krychli obarvenou tak, jak je
zbarvena predloha. Pfi skladani se vSak krychle mohou navzajem dotykat vidy jen stejné
zbarvenymi sténami. Tzn. ma-li napf. jedna ze zakladnich krychli horni sténu Zlutou a klademe-

li na ni dalsi krychli, smi byt spodni sténa této krychle opét pouze Zluta.

Obr. 13: Libovolné zvolena Sestibarevna krychle - predloha
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Reseni: Spravné feseni $estibarevné krychle majora Mac Mahona je znazornéno na obr. 14.

Obr. 14: Sestibarevna krychle majora Mac Mahona sloZena dle ptedlohy (viz obr. 13)

2.2. Planimetrie a GeoGebra

2D méd programu GeoGebra lze s vyhodou uzivat pfi vyuce planimetrie a to nejen
pfi reSeni klasickych planimetrickych skolnich uloh (viz Uloha 2.2.1), ale napf¥. i pti zafazovani
objektl z redIného Zivota do vyuky (viz Uloha 2.2.2, kterda je vhodna napf. pro uziti v tabletu ci
na interaktivni tabuli). Do programu GeoGebra je totiz mozné vkladat jakékoliv obrazky
umisténé bud na pevném disku pocitace ¢i na internetu. Vkladani obrazkd a mozna
manipulace s nimi (napf. provadéni riznych rovinnych transformaci) dovoluje obohatit vyuku

planimetrie o uzivani nejen geometrickych objekt, ale i véci z redlného Zivota.

Uloha 2.2.1:

Sestrojte kruznici o s danym polomérem r, = 1.5, kterd se dotyka vné dvou danych

kruznick, = (S;, 1 =3.5) ak, = (S, 1, = 2).
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(G GeoGebra - kruznice s vnejsim dotykem 2 kruznic.ggh
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Obr. 15: Zobrazeni feseni problému v programu GeoGebra

Diky uziti dynamickych nastrojli programu GeoGebra lze vidét mozZnosti feSeni daného

problému.

Obr. 16: Uziti dynamickych néstroju programu GeoGebra

Program GeoGebra automaticky generuje zapis konstrukce pod nazvem Protokol konstrukce.

V otevieném okné je také mozné nechat prehrat konstrukci krok po kroku.
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Obr. 17: Protokol konstrukce automaticky vygenerovany programem GeoGebra
-
Uloha 2.2.2:

a) V osové soumeérnosti s osou o zobrazte ovecku Shaun.

Zadani:

Obr. 18: Zaddni a feSeni sestrojeni osové soumérného Utvaru

b) Ve stejnolehlosti se sttedem S a s koeficientem stejnolehlosti kK = 2.5 zobrazte ovecku

Shaun.
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Zaddani:

Obr. 19: Zadani a feSeni sestrojeni stejnolehlého Utvaru

2.3. Stereometrie a GeoGebra

3D mdéd programu GeoGebra umoZfuje vytvaret a feSit stereometrické ulohy
od zakladnich stereometrickych uloh tykajicich se axiomatické vystavby stereometrie (viz
uloha 2.3.1), pres fezy téles obecnou rovinou (viz Uloha 2.3.2) az napf. po hledani prasecika

primky s télesy (viz uloha 2.3.3).
Uloha 2.3.1: Uréete Ghel, ktery sviraji roviny aa f.

Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prinlasit

s

b Algebraické okno ~ Nakresna ~ Graficky nahled 30
< Bod sl #EAC~ |l #Horer Dy O w- 0~

i@ A=(4.84,-1.18,0.03)

t-@ B=(6.59,4.07,1.19) a
L@ C=(3.84,-5.16,5.01)
= Boolovskd hodnota b
- a=true
L b=true
@ c=true
=@ d=true
i@ e=true 4, =4
“-@ h=true -
= Piimka
9 EX=(4.84,-1.18,003) + A (3,9, o Displayofaplane a
LG g:X=(4.84,-1.18,0.03) +A (1,
b @ piX=(0.12,0.34,0.29) + A(-0.8= « Display of a normal vectorn_
= Rovina

LoD @ix+Oy+2z-4
L@ Prx-dy+52=0

34Oy +22=4

J Display of the intersection line p

= Vektor
H 3
o= 9 _
« b a,=-1
: 1 L] J: —x—4y+52=0
- by=-4
Long=| -2
. 5 t,=9
= Unel ®
d oo B e
@ B=117.49°
= Gislo ®
i@ 3,=3
e 3= / Displayofaplane B=117.49"
; b, =9
@™ i J Display of a normal vector ng

Obr. 20: Grafické reseni nalezeni Uhlu, ktery sviraji dvé dané rliznobézné roviny
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Pri feSeni ulohy je vprogramu GeoGebra uZito posuvnikl pro moZnost zmén
parametr( v obecnych rovnicich obou danych rovin. Obecné rovnice rovin jsou spole¢né
s posuvniky zobrazeny v nadkresné. Hodnoty parametrd v nich se méni automaticky dle zmén
hodnot posuvniklQ. V ndkresné jsou dale umisténa zaskrtdvaci policka, ktera umoznuji
zobrazeni i skryti zakreslenych rovin, jejich normalovych vektor( a jejich prisecnice ve 3D
okné. V nakresné, stejné jako ve 3D okné mezi zobrazenymi normdlovymi vektory se
se zménou hodnot parametr( zobrazuje aktualni hodnota uhlu mezi obéma danymi rovinami.

Veskeré dané i pocitané hodnoty se také soucasné v odpovidajicich (zvolenych) barvach

zobrazuji v algebraickém okné programu.

Uloha 2.3.2:

Sestrojte fez kuZele rovinou a = ABC. Body A, B lezZi v roviné podstavy kuzele, viz obr. 21.

Obr. 21: Grafické zadani ulohy

Reseni:
Na nasledujicich obrazcich jsou na zakladé rGznych umisténi bodt A, B, Cv prostoru zobrazeny

rdzné tvary fezu roviny « = ABC s povrchem kuzele.




Obr. 22: Grafické reseni Ulohy — fezem kuZele danou rovinou « = ABC je a) elipsa, b) ¢ast elipsy

Obr. 23: Grafické feSeni Ulohy — fezem kuZele danou rovinou & = ABC je parabola

~—

€ 21_cone_cut of a cone by ablique plane_solufion_aggh - T — (e[ ) ]

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Gl

»_Algebraické okno [ | » Nakresna
= Bod

Piihlsit.

A
°

el
Sl

~ Grafickj nahled 3D &
Cx D Dv 4~ D~
2 A=(6.1,50) 5= 4.8 #@@.
5 B=(13,02,0)
> C=(16,31,11)
3 5-(48,14,0)
> V=(48,14,7)
= Kutel v=7

?
= Kuieloseika
2 c(t)=(48,14,0)+ (3 cog T

5 A
= Plocha ) &
2 e ¥p=-5
= Piimka (<] - - gl
5 aX=(48,1.4,00+ A0, (- 1 - LY 4
= Rovina

‘)
= Gislo
> r=

12. prosince 2014
pitek

S a

Obr. 24: Grafické rfeseni Ulohy véetné zobrazeni posuvnikl v nakresné

| pti feSeni této ulohy je v programu GeoGebra uZito posuvnikl pro moznost zmén
parametr( tentokrate soufadnic danych bod( A, B, C, které tvofi rovinu a. V zavislosti na jejich
nastaveni je fezem dané roviny a kuzele bud elipsa (ve specidlnim ptipadé kruznice), nebo
parabola, ev. hyperbola. Posuvniky jsou také uzity pro zobrazeni kuzele. Je mozino ménit

souradnice stfedu kuzele, vysku kuZele a polomér jeho podstavné kruznice.

Diky témto dynamickym moZnostem programu studenti v malém okamziku vidi, co je

pranikovymi krivkami roviny fezu s danym kuzelem.
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Uloha 2.3.3:
Urcete priseciky pfimky p = MN s povrchem dané krychle ABCDEFGH. Zadani viz
obr. 25.

Obr. 25: Grafické zadani ulohy nalezeni priisecikll pfimky s povrchem krychle

Reseni: Ulohu fesime za pomoci programu GeoGebra prostorové. Reeni Ulohy zndzorfiuje

obr. 26.

Obr. 26: Grafické feseni Ulohy nalezeni prasecikd K, L pfimky p s povrchem krychle ABCDEFGH
2.4. Prostorova analyticka geometrie a GeoGebra

3D mdd programu GeoGebra nabizi také mimo jiné moZnost pouziti pro ndzorné zobrazeni
uloh prostorové analytické geometrie. Poditani s vektory v prostoru je pro studenty mnohdy
abstraktni. Program GeoGebra a predevsim vykresleni prostorovych vektord, ev. bodu, primek
a rovin v prostoru, polohovych ¢i metrickych Uloh vychazejicich ze zakladnich prostorovych
objektl vtomto programu umozniuje studentidm lépe proniknout do principl prostorové
analytické geometrie a také sndze porozumét tomu, co vlastné pocitaji a predevsim proc a jak.

Na ukazku uvedme jednu velmi jednoduchou ulohu.
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Uloha 2.4.1:
Je dana krychle ABCDEFGH. Oznacme hranu AB jako vektor a, hranu CB jako vektor b a
hranu AE jako vektor c. Viz obr. 27a. Do obrdzku zakreslete vektor d, ktery je vysledkem

linearni kombinace vektorG a, b, ¢, tj.d=a—b + 2c.

Obr. 27: Grafické zadani a feSeni Ulohy urceni vektoru jako vysledku linedrni kombinace danych vektord
2.5. Matematicka analyza a GeoGebra

Program GeoGebra disponuje také mnoha rliznymi funkcemi matematické analyzy. Je
v ném mozné velmi snadno (pouze zaddnim funkéniho predpisu) vykreslovat grafy funkci
jedné redlné proménné (ve 3D mddu uz i dvou realnych proménnych). GeoGebra obsahuje
velkou fadou preddefinovanych vlastnosti funkci, které lze pfi vypoctech aplikovat — napf.
zjistovani nulovych bodl grafd funkci, hledani asymptot funkci, extrém, inflexnich bodd,
apod. K danym funkcim je také mozno urcit jejich derivace ¢i na druhou stranu jejich primitivni

funkce a mnohé dalsi.

V nasledujici Uloze si ukdzeme jednu z moznych aplikaci nékterych definovanych prikaz(

matematické analyzy. PouZijeme téz dynamického ndstroje GeoGebry — posuvniku.
Uloha 2.5.1:

V programu GeoGebra sestrojte graf funkce f(x) = %xz — 2x + 1 . Sestrojte tec¢nu t
k funkci f (x) v bodé T [5, 3.5]. Sestrojte smérnici teény t k funkci f (x) v jejim libovolném bodé
T. UzZitim posuvniku ukazte dynami¢nost zmény tecny t dotykajici se dané funkce f (x) v jejim

libovolném bodeé T.
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-2x+1

Obr. 28: Grafické reseni Glohy — graf kvadratické funkce véetné smérnice i tecny sestrojenych v jejim bodé T
2.6. Algebra a GeoGebra

Soucasti novych verzi programu GeoGebra je tzv. CAS okno. V tomto okné Ize pomoci
pfikaz( programu napf. zjednodusovat algebraické vyrazy, ¢i rozkladat Cisla sloZzend na soucin

prvociniteld, atd. Program téZz umi pracovat s polynomy, ndsobit je, dosazovat do nich

konkrétni hodnoty a mnohé dalsi.

€7 algebra CAS.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

SEERTEE SN0

b Algebraické okno » CAS
= Seznam

0N E3)

3 sezmaml=0 4 (4+a)/a+4/(1la+2/a)-a —

= Gislo
0 a=2
D ob=a

- 2a

a a
2 —4avh—4a
—a+thb

m

c=(a*b)*

= c=a'+b*+3ab’+3a’b

c=(a+bf

Obr. 29: Ukazka CAS okna programu
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3. Freewarovy program GeoGebra

V této kapitole ve stru€nosti predstavim program GeoGebra a nasledné i jeho prostredi.
3.1. O programu GeoGebra

GeoGebra je dynamicky matematicky program, ktery spojuje geometrii, algebru a
matematickou analyzu. Je to program, ktery byl pldvodné vytvoren pro ucely vyucovani a uceni
se matematice na zdkladnich a stfednich Skoldch. GeoGebra je vyvijena od roku 2001 jako
Open Source program Markem Hohenwarterem, studentem a pozdéji doktorandem
univerzity v Salzburku, Rakousko. Markus Hohenwarter pUsobi od roku 2007 v USA

na Univerzité Florida Atlantic a spolecné stymem programdtorld stale pracuje
na zdokonalovani a vyvoji programu.

GeoGebra je evaluovana rakouskym ministerstvem S$kolstvi, které nékolikrat udélilo grant
na dalsi vyvoj programu. GeoGebra ziskala fadu ocenéni jak v Rakousku a v Némecku, tak i
v dalSich evropskych zemich.

GeoGebra predstavuje zajimavou alternativu komercénich programa. Vzhledem k rostouci
komunité jejich priznivcl je jiz k dispozici celd fada materidld (tzv. GeoGebra Tutorials)
vyuzitelnych v rlznych oblastech Skolské matematiky. Materidly je moZné stahnout

po bezplatném zaregistrovani se do tzv. GeoGebraTube (viz obr. 30)

¢ -~ Ashamy

P [F] kMD - kMD o E-podpora studia (A) MENZA TU v Liberci % Radio Impuls - Réaaadio

G eQG e b rO Materialy Ke staZeni Komunita Napovéda
e (<]

Doporucené materidly

T S
< s L SLE
-

. The Relationship r Exterior Angles of _ Rolling Coin JE#E5E
Between Hu Carvéo Quadrilateral Frieze Activity Polygons 2 s § Osova stejnolehlost
Sdileno uZivatem Prof. Wright | | Sdileno uZivatem John Golden | Sdileno uzivatem Mister Zuiderns | Sdileno uZivatem Anthony C.M, ~ Sdfleno uZivatem Alex Chik | Sdileno uzivatem Mirek Olsak
Nejnov&iii materialy Populami materialy Oblibend klicova slova
Symmetry planimetie || function || circle || tesseliation || konstrukce |
PN 12. prosince 2014 - 10:24 —
| 0 materiil — Sdlens uwatem Liu YiHon trmuhslmk‘ geometrie ‘ eupsa| area ‘ calculus ‘
B oo

tramhe\mkl funkce\ mgm\nmelr\," pzra:-ﬂla‘

geometry || triangle || stemarenost || unctions |

algebra ‘ kuznice |

Typy materald

Pracovni listy | GeoGebraBooky | Nastroje | Odkazy |

Obr. 30: Ukdzka webové stranky GeoGebraTube (https://www.geogebratube.org/)
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Oficidlni stranky programu GeoGebra nalezneme na adrese http://www.geogebra.org.

& @ wwwgeagebra.ord| v & |||~ Ashampoous customizea websear £ | 1 |8 ¥ A |
Nejnavitévovangiéi [ Google & Prekladaé Google ) TECHNICKA UNIVERZL.. (B 1BM WebSphere Portal... J& Erasmus FP [F] KMD - KMD o} E-podpora studia [A) MENZA TU v Liberci 3% Rédio Impuls - Réagédio
G eQG e b ro Materialy Ke stazeni Komunita Népovéda

Dynamicka matematika pro studium a vyuku

iyl

Prohlizet materialy Zatnéte tvorit Stanout hned

Obr. 31: Ukézka oficialni webové stranky programu GeoGebra (http://www.geogebra.org/)

Samotny program GeoGebra (aktualni verze 5-0-49-0 ke dni 12.12.2014) je mozné stahnout

na internetové adrese http://www.geogebra.org/download.

€2 GeoGebra

€ @ www.geogebra.org/downlozad v @ ||@)- Ashampoo Us Customized Websear P | P2 |8 & #&

[8) Nejnavitévovangisi [ Google &3 Piekladaé Google @ TECHNICKA UNIVERZL.. (B3 1M WebSphere Portal... 54 Erasmus FP [F] KMD - KMD #f E-podpora studia (4) MENZA TU v Liberci 3% Rédio Impuls - Raadadio

G eOG e b rG Materialy Ke staZeni Komunita Napovéda

GeoGebra pro tablety GeoGebra pro PC GeoGebra pro telefony

Jiz brzy!

Download from -
a Windows Store =- Windows
£ Downioddion the
@& AppStore X MaciasX

é Linux

Obr. 32: Ukazka webové stranky, na které je mozné program GeoGebra stahnout

GeoGebra vyZaduje prostfedi nejaktualnéjsi verze Javy, jejiz instalace se pfi stahovani

GeoGebry v pripadé potieby sama nabidne.
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3.2. GeoGebra v cestiné

Po své instalaci se program GeoGebra spusti automaticky v anglické verzi. Nastaveni
Ceského prostiedi se provede z hlavniho menu Options / Language / A — G / Czech. Program
se v okamzZeni zobrazi v eském jazyce a pak téZz pfi kazdém jeho dalSim spusténi. Jednou

z vyhod programu GeoGebra Ze mlzZe byt ta skutecnost, Ze jej Ize uzivat ve 45 riznych jazycich.

3.3. Verze a prostredi GeoGebry

Existuje jiZ mnoho verzi programu a to GeoGebra od verze 3.0, pfes verze 4. x az po verze
5-0-y-0. Verze programu s Cislicemi 3 a 4 na zacatku jsou verze GeoGebry s 2D mddem.
Ve verzich 5-0-y-0 se uZ jedna o GeoGebru s 3D mddem. Po delsi dobu existovala GeoGebra

3D ve zkuSebni verzi, od letosSniho roku byla ale jiz spusténa plné funkéni verze GeoGebry 3D.

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda Pinlasit...
DREENCOEENEE
% o ,'”/_ e | i IC SR ABC | || ‘%’_ 2
v ¥ ) v v v v v v ¥ £
b Algebraické okno b HNakresna
&
5
Zobrazena okna (pohledy)
49 .
= Algebra
2 Qﬁ Geometrie
Jue
- Tabulka b
27 X= CAS
& Dok
14
ZB. Pravdépodobnost
o
4 3 2 -1 o 1 2 _ _ _
14
24
Vstup: =

Obr. 33: Ukazka zakladniho prostredi programu GeoGebra 5-0-y-0

V zdvislosti na verzi programu se ménilo také jeho prostredi. Zakladni prostiedi programu
GeoGebra 5-0-y-0 je slozeno z (e):

- listy hlavniho nabidkového menu

- nastrojové listy s ikonami konstrukci, ev. dalSich funkci programu (kazda ikona

pod sebou skryva radu rliznych konstrukci, pomoci nichz lze konstruovat body, pfimky,
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usecky, vektory, kruznice, kuZelosecky, primky kolmé ¢i rovnobézné, rovinu,
mnohouhelniky a jiné)

i

- ikon ,zpét” a ,znovu”, ikon ,ndpovédy” a ,nastaveni” programu (oboji v pravé ¢asti
nastrojové listy)

- algebraického okna

- geometrického okna (nakresna)

- vstupniho pole (prikazovy radek)

- vstupnich ptikazl — pismena recké abecedy, matematické symboly, apod.

Pracovni plocha programu je po spusténi nastavena na algebraické prostfedi. To Ize snadno
zrusit nebo obnovit z hlavniho menu — Zobrazit / Osy, Mrizka.

Program téZ umoznuje rozlicnd nastaveni z hlavniho menu — Nastaveni. Tykaji se zmén
grafického prostredi a vystupt Ciselnych hodnot, jako jsou jednotky uhld, pocet desetinnych
mist, zplsob zobrazeni soufadnic, bod(, ¢i vyznaceni pravého uhlu, apod.

Na obr. 33 je vidét, jak se pfi spusténi programu otevird navic jesté tzv. plovouci okno,
ve kterém se uzivateli ukazuji moznosti otevieni dalSich oken programu. Na obr. 34 je oproti
zakladnimu prostredi otevieno navic jesté CAS okno a 3D geometrické okno. Na obr. 33 jsou
v nastrojové listé ukazany ikony pro 2D konstrukce a na obr. 34 pro 3D konstrukce. Ikony
se automaticky pfepinaji pfi prechodu z jednoho geometrického okna do druhého. | CAS okno

ma svou vlastni nastrojovou listu.

| T [ |
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okna Napovida Piihlasit
Al > bl e 4] @) <) Nec]|£ A
\ ¥ s o I
]l | o [P S g [EEY BN ) X
» Algebraické okno (%] | » cas [%] [ » Makresna (%) | » Craficky ndhled 3D (<]
1

‘ o

Obr. 34: Ukazka rozsifeného prostredi programu GeoGebra 5-0-y-0
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GeoGebra je nejen geometrickym, ale i matematickym programem. Lze v ni vytvaret i grafy
funkci. V GeoGebre je mozné pfimé zadavani rovnic a souradnic, vSe do prikazového radku
programu. GeoGebra umoznuje pocitat s Cisly, vektory, souradnicemi bod(, uréovat derivace,
integraly, nulové body, extrémy funkci a mnohé dalsi vlastnosti funkci.

Vsechny zobrazené objekty, at uz matematické ¢i geometrické, Ize interaktivné ménit.
V GeoGebre existuji dva typy objektl —volné a zavislé. S volnymi objekty Ize po ndkresné volné
pohybovat ¢i jim lze valgebraickém okné meénit souradnice, rovnice apod. GeoGebra
poskytuje dva uhly pohledu na jednotlivé objekty, tj. vyraz v algebraickém okné odpovida
objektu v geometrickém okné a naopak. Veskeré provedené zmény u volnych objektl napf.
v geometrickém okné se automaticky prepocitavaji v algebraickém okné a naopak. Plati téz,
Ze pokud objekty v jednom z oken barevné oznadime, objevi se stejné barevné oznaceni
objektu i v ostatnich oknech programu.

Zmény provadéné u volnych objektl nemusi byt nastavovany pouze manudlné, Ize naopak

s velkou vyhodou uzivat dynamického nastroje programu — tzv. posuvniku.

Posuvnik ;Ji:h

.. Mazev

@ Cislo
Uhel g g
Celé &islo Nahodnj

Interval | Posuvnik | Animace

min: |-5 max. |5 Krok: 0.1

Pouzit Storno

Obr. 35: Plovouci okno dynamického ndstroje programu — posuvniku

Posuvnik Ize nastavovat pro Ciselné hodnoty (v oboru redlnych ¢i celych cisel), anebo pro
hodnoty uhld. Pro nastaveni posuvniku je tfeba zadat interval, ve kterém se bude posuvnik
prepocitavat, a také krok zmény. Jsou-li nastaveny hodnoty posuvniku, lze jej aplikovat
na zobrazované objekty v programu. S volnymi objekty pak lze pohybovat tahem posuvniku
po nakresné (viz obr. 36), anebo spusténim automatické animace objektu. Ta se nastavuje

zaskrtnutim prislusného policka v okné vlastnosti objektu.

a=1

.

Obr. 36: Posuvnik zobrazeny na nakresné programu
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4.Workshop

Soucdsti kurzu ,Netradi¢ni formy vyuky v matematice — vyuziti ICT” bude také workshop,
ktery bude nésledovat po kratkém predstaveni programu GeoGebra. Naplii workshopu muze
byt odvijena od poZadavku ucastnikd kurzu, proto zde workshopu neni vénovana zadna vétsi

pozornost.
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5.Zaver

Lze shrnout, Ze program GeoGebra ma velmi vSestranné uziti, je bezplatné pfistupny Siroké
verejnosti, disponuje verzemi pro PC, tablety a v blizké budoucnosti bude mit i applety pro
mobilni telefony. Je tedy a do budoucna také bude moziné tento program uZivat témér
kdekoliv a bez potfeby velkych financnich investic, nebot tablety a mobilni telefony vlastni
v soucasné dobé jiz mnoho zaka a studentd.

Ve vyukovém materialu byly uvedeny pro nazornost uZziti programu GeoGebra jen vybrané
priklady. V programu lze vytvofit velké mnoiZstvi dalSich materidld pro rdzné oblasti
matematiky a geometrie. Velké mnoZstvi materidl( je také sdileno uZivateli programu
na GeoGebraTube, kde si kdokoliv mlze brat inspirace Ci si jiZz hotové applety mlze stahnout.

Ucastnici kurzu by méli byt po jeho absolvovani schopni zvladnout zékladni ovladani a

vytvareni grafickych podklad(i pro svou vyuku, vyukové materialy, apod.
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