ADSO
10. Prace s grafy

(prezentace k ucebnici)

lvan Ryant
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Zakladni pojmy

Uloha abstraktnich datovych typt

Posloupnosti a operace s nimi

Vyhledavaci datové struktury
* VWhledavaci posloupnost

Algoritmy rfazeni

Stromy

Rozptylené tabulky

Prohledavani do hloubky a do Sirky

Prace s grafy

Techniky navrhu efektivnich algoritm(
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Zakladni pojmy z teorie graft
(opakovani)

» Graf
- Vrcholy
* Mohou mit pfifazené ohodnoceni (jméno, vahu...)

- Hrany
* Mohou mit pfifazené ohodnoceni (délku, cenu jizdného...)

- Incidenc¢ni funkce

* fik4, se kterymi vrcholy inciduje hrana, tj. kazdé hrané pfifazuje
- usporadanou dvojici vrcholl (orientovany graf)
- neusporadanou dvoijici vrcholl (neorientovany graf)

 Cesta

- je posloupnost vrchold spojenych hranami tak, ze
« prvni vrchol ma naslednika, posledni méa predchldce, ostatni maji oboji.

- Z&dna dvojice vrcholl se neopakuje.
* Cyklus

- je posloupnost vrcholl spojenych hranami tak, ze
« vSechny vrcholy maji pfedchidce i naslednika.

- Z&dna dvojice vrcholl se neopakuje.
« Strom je souvisly acyklicky neorientovany graf.



DalSi pojmy z teorie grafu

» Grafy mohou byt:

— ohodnocené

« kde vrchol nebo hrana maji hodnotu vyjadrujici napr.
vzdalenost, dobu nebo cenu

- souvislé (anglicky connected)

« kde kazde dva uzly jsou spojeny cestou
- acyklicke

* neobsahuji cykly (jako napr. strom)
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Reprezentace grafu

e matice sousednosti (uzlo-uzlova, anglicky: adjacency array)
- pro hranoveé ohodnocené grafy, napf. matice vzdalenosti mezi uzly

e matice incidence (uzlo-hranova)
- implementace typicky dvourozmeérnym polem

e seznam nasledniku

- Implementace dynamicky:
 vrcholy napf. seznamem, stromem nebo rozptylenou tabulkou
 hrany pomoci odkazl (referenci) nebo ukazatell na vrcholy

- Implementace dvema poli:
« pole vrchol(
* pole jejich naslednikd

 posloupnost hran (napf. seznam dvojic vrcholu)



Reprezentace grafu

Matice sousednosti



Reprezentace grafu

Matice sousednosti hranove ohodnoceného grafu



Reprezentace grafu

Matice sousednosti hranové ohodnoceného
orientovaného grafu



0.

Reprezentace grafu
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Seznam nasledniku




Reprezentace grafu

«interface»
- -V Graph N~ -
AdjacencyArrayGraph FollowerArrayGraph
— vertexValid: Boolean — vertexValid: Boolean
— edgeValid: Boolean — edgeValid: Boolean
# vertices: AdjacencyArrayGraphVertex [*] # vertices: FollowerArrayGraphVertex [*]
# adjacency: AdjacencyArrayGraphEdge [*][*] # edges: FollowerArrayGraphEdge [*]
# vertCount: Cardinal # vertCount: Cardinal
# edgeCount: Cardinal # edgeCount: Cardinal
# currStartlx: Cardinal # currStartlx: Cardinal
# currTargetlx: Cardinal # currTargetlx: Cardinal
+ «Create» (vertNr: Cardinal) + «Create» (vertNr, edgeNr: Cardinal)

Navrh vnitrni reprezentace grafu



Reprezentace grafu

Library.graph
graphinterface
«interface»
UndirectedGraph «interface»
A Graph
«interface» : «interface» A
GraphLatch | | DirectedGraph ! GraphEdge GraphVertex
<4 | phEag P
i —; v | A vl
} } I
adjacencyarraygraph | : | I
] | I I
AdjacencyArrayGraphLatch : : AdjacencyArrayGraph
| I
AdjacencyArrayUndirectedGraph ! _ ,vertlces AdjacencyArrayGraphVertex
| adjacency *
AdjacencyArrayDirectedGraph - ~ | AdjacencyArrayGraphEdge
\VA4
list.listinterface::
Element

Navrh objektl, které reprezentuji graf matici sousednosti



Reprezentace grafu

Library.graph

graphinterface

«interface»
UndirectedGraph

«interface»

|
}
followerarraygraph |
1

FollowerArrayGraphLatch

I
I
I
I
f
I
I
I
I
I
I

FollowerArrayGraph

FollowerArrayUndirectedGraph

edges

FollowerArrayDirectedGraph

’vertices

A Graph
«interface» «interface» A
GraphLatch < DirectedGraph : GraphEdge GraphVertex
| /\ : /\ /N
|
i

*

FollowerArrayGraphVertex

]
I
I
I
I
I
I
}
I
_|

*

FollowerArrayGraphEdge

\VA

list.listinterface::
Element

Navrh objektl, které reprezentuji graf seznamem naslednik
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Ulohy na grafech

«interface»
GraphTasks

ShortestPath (aStart, aTarget: GraphTasksVertex): Sequence

GetOperationCounter: Integer

A\

«interface»
UndirectedGraphTasks

Connectedness: Sequence
MinSpanTree: UndirectedGraph

«interface»
DirectedGraphTasks

TopologicalOrdering: Sequence

Specifikace uloh na grafech:

* hledani nejkratsSi cesty
» komponenty souvislosti
e minimalni kostra grafu
* topologické usporadani

AN

Rozhrani grafovych uloh



Ulohy na grafech

heap.heapinterface::
JustifiableHeapElement

«interface»
heap.heapinterface::
JustifiableHeap

Library.graph
tasks |
FloydShortestPath Tt > «interface»
d ShortestPath
HeapElement << -—---—-—q DijkstraShortestPath |~ :/_ S 1 [sPath
- ¢

|
1?v ’ UndirectedGraphTasks —:—[> GraphTasks |-~~~ =~ —1] T
I

[
GraphTasksVertex graph v ’ : ’ ﬁ& : :
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DirectedGraphTasks
GraphTasksEdge GraphWrapper : P bl
uGraph [ I
’ : ! I
[ I
graphinterface | 1 | graph | I
e ; I I
GraphEdge graph «interface» | : : :
UndirectedGraph : | I
GraphVertex | : : :
1 11 %7 L : \/ Lo
. I
«interface» «interface» | «interface» Lo
GraphLatch Graph < : DirectedGraph I
I
I I
ly 1
| AV I
. V F——=> «interface» |
list.listinterface:: ' sequence.sequenceinterface:: [
Element : Sequence |
[
AV V A4

—>

«interface»
heap.heapinterface::
Heap

Knihovna objektt pro ulohy na grafech




Telefonni sit

Ulohy na grafech

TelephoneNetworkCallBack <

TelephoneNetworkForm

EdgeElement | l/l
AN : DirectedTelephoneNetworkTasks
|
| : callback | 1
EdgeKey | L ___ 4 __ _ ______ TelephoneNetworkTasks
| [ | |
| === | |
B | | |
VertexElement £ | | | |
L | |
VertexKey N3~ N | |
I o~ ~ ~o ] !
Library A1 3 RN RN N !
\/ \V4 NN S \V4 \] |
graph.tasks:: graph.tasks:: @ graph ;| Y «interface» |
GraphTasksVertex GraphWrapper | | | 11 |graph.graphinterface:: |
\I/ : : : Graph : :
\V4 graph.tasks:: ! | ! e AN
GraphTasksEdge B | I P I
-7 Y |
| I
| |
| I
V A\

graph.tasks::
DirectedGraphTasks

«interface»
graph.graphinterface::
UndirectedGraph

«interface»
graph.graphinterface::
DirectedGraph

«interface»

sequence.sequenceinterface::

Sequence

Aplikace
Telefon-
ni sit”
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Komponenty souvislosti

» Algoritmus

- Kazdou komponentu muzeme ,zmapovat"
prichodem do hloubky nebo do Sifky

« Oznacovat navstivené vrcholy, abychom nezabloudili
v cyklech!

- Kdyz vycCerpame vSechny vrcholy grafu, je jasne, ze
graf je souvisly.

- V opacnem pripade (kdyz graf je nesouvisly)
mUzeme postupné ,zmapovat” jednu komponentu po
druhé.



Komponenty souvislosti

« Casova slozitost

- Musime navstivit kazdy vrchol grafu, nékteré vrcholy pak navstivi-
me dokonce vickrat. Z kazdéeho vrcholu totiz hledame dosud nena-
vStivené nasledovniky, kam vedou hrany. Abychom zjistili, kteri
nasledovnici jesté nebyli navstiveni, musime bohuzel prohlédnout
| vrcholy jiz navStivené — tim se vypocetni slozitost nepfijemné
zvetsuje. Takze

« Musime projit vSech V vrcholl grafu.

« Z kazdeho vrcholu pak musime prohlednout vSechny jeho nasledovniky,
kterych mdlZe byt také az V.

* V tom pripadé vyjde odhad Casove slozitosti kvadraticky vzhledem k V.

- Uvazujme i hrany. P¥i hledani nasledovniku prochazime kazdou
hranu v grafu celkové jen jednou (pripadné jednou tam a jednou
zpatky).

« Casova slozitost vyjde linearn& imérna (V + E),
kde V je pocet vrcholll a E je pocet hran.
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Minimalni kostra

 Algoritmus

- Napred odebereme vSechny hrany z grafu a
ponechame jen izolované vrcholy. Co vrchol,
to komponenta souvislosti.

- Hrany sefadime podle hodnot od nejmensi do
nejvetsi.
- Pak postupné vracime hrany do grafu (zaCiname od nejmensi):

« Hranu vratime jen pod podminkou, Ze spoji dvé nesouvislé komponenty do jedné
souvislé komponenty.

- V okamziku, kdy se vSechny vrcholy propoji do jedné komponenty,
vypocet skonci.
» VyCerpame-li vSechny hrany, a pfece se nam nepodari vytvorit jednu

komponentu, znamena to, Ze graf zfejmé plvodné nebyl souvisly (ziskame
minimalni kostru nesouvislého grafu).

- Na obrazku je znazornén priklad minimalni kostry grafu. Hrany, které
tvori minimalni kostru, jsou tlusté.



Minimalni kostra

» Hladovy (greedy) algoritmus

- PFimocary zpusob nalezeni minima (nebo naopak
maxima)

- Tim, ze hrany s malymi hodnotami pridavame
napred, dosahneme toho, ze graf propojime
hranami s nejmensimi hodnotami tak, ze soucet
hodnot vSech pridanych hran bude minimalni
mozny.




Minimalni kostra

e Casova sloZitost

- Do kostry postupné vkladame hranu za hranou, celkem
nejvyse E hran.
« Kazdou pridavanou hranu musime napred vyjmout z haldy —
to vyzaduje az log, E krokd.

« Potom se pokusime hranu vlozit do grafu.

- Kostru ovSem netvofi vSechny hrany ptvodniho grafu, ale jen ty, které
propojuji vrcholy, aniz by vznikl cyklus.

- Takovych hran je V — 1 (V je pocet vrcholl). Ve V — 1 pfipadech tedy
musime precislovat vrcholy v jedné komponenté grafu. Pocet vrcholl
v komponenté mize byt az V — 1.

- Celkova Casova slozitost tedy nebude horSi nez
* linearné logaritmicky zavisla na pocCtu hran
« kvadraticka vzhledem k poc¢tu vrchol(
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Topologické usporadani

Naplnit data-
bazi daty
(1 den)

[ Naprogra- |
y| movat
wpraconar) 7 (G0 )\ (esovan
(2 dny) [ Priprava (3 dny)
) = testl
. (2dny) )
(" Technicka Predvest
P dokumentace vysledky
__(2dny) (1 den)
[ Uzivatelska | /4
P dokumentace
___(3dny)

Priklad grafu, ktery zobrazuje navaznost Cinnosti na softwarovem projektu.



Topologické usporadani

 Algoritmus

- Napred vybereme libovolny vrchol, do kterého nevede
zadna hrana (ij. ¢innost, které nic nepfedchazi).
- Tento vrchol presuneme z grafu do posloupnosti
* a z grafu také odstranime vSechny hrany, které z vrcholu vedly.

- Pak vybereme dalsi vrchol, do kterého nevede hrana
« presuneme je] do posloupnosti atd.

- Vypocet skonci
 Uspé3né: v3echny vrcholy jsou presunuty do posloupnosti.

* Neuspésné: v grafu zbudou vrcholy, do kterych vede hrana.

- Odkud tam vede? — Nem(Ze vést odjinud nez praveé z nékterého
z téchto vrcholl. Hrany mezi nimi totiz tvofi cyklus.



Topologické usporadani

Grafy, které obsahuji cyklus, nelze topologicky usporadat.



Topologické usporadani

« Casova slozitost

- Do vysledné posloupnosti postupné vkladame vrchol za
vrcholem, celkem V vrchold.

 P¥ivlozeni kazdeho vrcholu do posloupnosti jeSté musime projit
vSechny jeho nasledovniky a prepocitat jim pocty pfedchidcd, prip. je
zaradit mezi vrcholy bez predchddc(.

 Nasledovnik( kazdého vrcholu muze byt nejvysSe V.
- Pak ¢asovou slozitost mizeme odhadnout jako kvadratickou
vzhledem k poctu vrchold.
- Uvazujeme-li také hrany:
« Kazda hrana grafu se prochazi jen jednou.
« Odhad muzeme zpfesnit na Gmérny (V + E).
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Hledani nejkratSi cesty

Priklad grafu, kde hledame nejkratSi cesty
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Floyduv algoritmus

«interface»
ShortestPath VA

N
N

N

FloydShortestPath

— store: StoreField [*][*]

- ready: Boolean

— graph: Graph

— segFac: SequenceFactory
— opCnt: Integer

+ «Create» (aGraph: Graph; aSeqFac: SequenceFactory)
+ ShortestPath (aStart, aTarget: GraphTasksVertex): Sequence
+ GetOperationCounter: Integer

.. matice nejkratSich cest

.. hledani nejkratSi cesty
.. provozni méreni

«datatype»
StoreField

+ valid: Boolean
+ value: Real
+ isDirect; Boolean

... obsahuje zaznam platné polozky?
.. délka cesty

platny index mezilehlého vrcholu? (False)
+ between: Integer

.. je cesta pfima (1 hrana - True) nebo between obsahuje

.. index vrcholu, pres ktery vede nejkratSi cesta z ix do jx

Trida FloydShortestPath




Floyduv algoritmus

na pocatku

kx = 0: beze zmény kx = 4: beze zmény

Priklad vypoctu nejkratsi cesty Floydovym algoritmem



Floyduv algoritmus

 Algoritmus

— Algoritmus pracuje s dvojrozmérnym polem store, ve kterém si pro kazdou dvoijici vrcholll pamatuje délku
cesty. Jak vypocet postupuje, nachazi ¢im dal tim kratSi cesty. Na konci vypoctu pole store obsahuje délky
nejkratSich cest.

Na pocatku oznaci vSechny udaje o cestach v poli store jako neplatné (valid = False).

Pak projde vSechny hrany a jejich hodnoty (,,délky“) nastavi do pole store: kazda hrana spojuje dva vrcholy,
¢isla vrchol( slouzi jako indexy do pole store.

« Do poloZky value ulozi hodnotu hrany.
« Nastavi valid = True (v poloZce value uloZena platna hodnota).
e Nastravi isDirect = True (hrana propojuje vrcholy pfimo).

Timto zplisobem vytvofime v poli store matici sousednosti.

Potom se zkousi, jestli by se daly propoijit vrcholy ix a jx nepfimo — cestou sloZenou ze dvou hran:

« zvrcholu s €islem ix do vrcholu s islem 0 a z vrcholu s ¢islem 0 do vrcholu s Cislem jx.

- Pokud se podari propojit dosud nepropojené vrcholy nebo aspon zkratit dosud nejkratSi znamou cestu, zapamatuje se celkova ,délka“ cesty
v pfislusném prvku pole store [ix, jx].Tim jsme do pole store dostali Udaje o nejkratSich cestach slozenych z jedné nebo dvou hran, kde
mezilehly vrchol mé €islo 0.

» Dal se postupné vybiraji dalSi vrcholy s €islem 1, 2 atd. (Cislo vrcholu se ulozi do proménné kx) a zkouSi se, zda by se dala
najit néjaké jesté kratsi cesta

- slozena z 2—-4 hran s mezilehlym vrcholem 1

- potom z 2-8 hran s mezilehlym vrcholem 2

- potom z 2—16 hran s mezilehlym vrcholem 3 atd.

« Délka kaZdé takto nalezené cesty se uchovava v prislusném prvku pole store a pouzije se pfi dalsim prichodu cyklem
k hledani jesté kratSich cest s vyuZzitim dalSiho mezilehlého uzlu kx.

— Po postupném vyzkousSeni vSech moznych vrcholll kx bude pole store obsahovat nejkratsi cesty.



Floyduv algoritmus

* Poznamky

- Dynamickeé programovani

» Obtizné fesSitelna uloha (najdi vSechny nejkratSi cesty) se rozdéli na
posloupnost zacinajici trivialni tlohou (najdi primeé cesty), pokracuje

~ VS

N~ NV N/

ze v poli store mame ulozené vsechny dosavadni vysledky — jednou
spocCitané cesty se uz nikdy nepocitaji znovu.

« Takovato strategie zalozena na rozdéleni obtizné ulohy na snadné
iterativni kroky a na opakovaném vyuziti jednou spocitanych dilCich
vysledkl, se nazyva dynamické programovani.

- POZOR na zaporné ohodnocené hrany v cyklech

« Kdyby hodnota celého cyklu byla zaporna, potom kazdym prichodem
takového cyklu by se cesta zkratila. Cim vickrat bychom zapornym cyklem
prosli, tim kratSi cestu bychom nasli — v tom pripadé cela uloha o hledani
nejkratSi cesty zfejme ztraci smysl.



Floyduv algoritmus

« Casova a pamétova slozitost
- V programu zretelné vidime tri vnorené cykly. Proto
ma Floyduv algoritmus kubickou ¢asovou sloZitost

* tj. vSechny nejkratSi cesty mezi dvojicemi V vrcholl najde
v V3 krocich vypoctu.

- Tim, ze si musi pamatovat matici nejkratSich cest,
je narocny | pameétove, a to kvadraticky:
* Matice ma V2 polozek.
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Dijkstriv algoritmus

DijkstraShortestPath

— graph: Graph

— segFac: SequenceFactory

— heapFac: JustifiableHeapFactory
— opCnt: Integer

+ «Create» (

aGraph: Graph

aSegFac: SequenceFactory

aHeapFac: JustifiableHeapFactory)
+ ShortestPath (

aStart, aTarget: GraphTasksVertex): Sequence
+ GetOperationCounter: Integer

--—-D «interface»
ShortestPath

... hledani nejkratSi cesty
... provozni méreni

Trida DijkstraShortestPath



Dijkstriv algoritmus

 Algoritmus (je zalozen na principu prohledavani do Sirky, ,vinou®).
— Napfed nastavi vSechny vrcholy do stavu Unreached (nedosazené).

- Vychozi vrchol nastavi jako bézny, vzdalenost od sebe samého je 0, stav Completed
(dokonceny).

- Potom cyklem prohledava graf, az bud dosahne cilového vrcholu, anebo vyCerpa vSechny
dosazitelné vrcholy:

* Nejprve zkusi, zda posledni dosazeny dokonceny vrchol je hledany cilovy vrchol.
- Je-li tomu tak, ukonci prohledavani.
- Nebylo-li dosazeno cilového vrcholu, nastavi véem nasledovnikim bé&Zzného uzlu nejkrats$i dosud znadmou vzdalenost od uzlu
vychoziho.
» Nebyl-li nadsledovnik dosud navstiven (je ve stavu Unreached), vzdalenost se spocita prosté jako soucet délky hrany
a vzdalenosti bézného uzlu od uzlu vychoziho. Stav nasledovnika nastavi na navstiveny (Visited).

* Byl-li nasledovnik uz navstiven a jeho dosud znadma vzdalenost je delSi nez vzdalenost prave spoctena, je ziejmé
cesta pres bézny vrchol kratsi.

« Algoritmus uloZi jeji délku do pathLength.
* Vrchol uz byl vloZzen do pomocné haldy, halda se ted musi pferovnat metodou Justify.
* Vrchol nové navstiveny se musi pfidat do haldy.

« Po prozkoumani a pfipadné opravé vSech nasledovnikid algoritmus prejde z dosud bézného vrcholu do
jednoho z vrchold navstivenych, ale dosud nedokoncéenych.

- Ze v8ech navstivenych vrcholl se pokusi vybrat ten, do kterého vede nejkrat$i cesta z vychoziho vrcholu. K tomu slouzi halda.

» Je-li halda prazdna, algoritmus jiz prozkoumal vSechny dostupné vrcholy v grafu, ale cilovy vrchol nenasel. V grafu
neexistuje cesta z vychoziho do cilového vrcholu. Algoritmus skonci a jako vysledek vrati prazdnou cestu, ktera
neobsahuje Zadny vrchol.

« Neni-li halda prazdnd, algoritmus nastavi vrchol vybrany z haldy jako béZny a jeho stav na dokonceny (Completed).
* Cyklus se opakuje pro dalsi a dalSi bézné vrcholy.
* Po ukonceni cyklu algoritmus naplni vyslednou posloupnost vrcholy, které lezi na nejkratSi cesté.
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Dijkstriv algoritmus

« Casova slozitost

- V krajné nepriznivem pripadé musime navstivit vSechny
vrcholy grafu, nékteré i vickrat.

« Kazdy vrchol grafu, ktery lezi na nejkratSi cesté, musime dokoncit.
V krajnim pfipadé musime dokonc¢it vSech V vrchold.

« DokoncCeny vrchol vybirdme z prioritni fronty — haldy. Na to
potfebujeme log, V krok.

« Z kazdého z nejvySe V dokoncenych vrcholl pak musime
prohlédnout i vSechny jeho nasledovniky, kterych muize byt také az
V.

- Odhad ¢asové slozitosti vzhledem k poctu vrcholu je V2log V.

- Vezmeme-li v Gvahu pocet hran E, muzZzeme vyuZit i toho, Ze
kazdou hranou projdeme nejvyse jednou. Pak vyjde Casova
slozitost nanejvys primo umeérna (V + E) log, V.



Agenda

* Prace s grafy
- DalSi pojmy z teorie grafu
- Reprezentace grafu
- Ulohy na grafech
- Komponenty souvislosti
- Minimalni kostra
— Topologické usporadani
- Hledani nejkratSi cesty

 Floyduv algoritmus
« DijkstrQiv algoritmus

— Shrnuti



Shrnuti

 VnitFni reprezentaci grafu volime na miru algoritmu, kterym hodlame resit
ulohu. Napr.:

- Kk Floydovu algoritmu se hodi matice sousednosti
- k Dijkstrovu algoritmu seznam naslednik
- k ulozeni grafu do souboru zase spiS posloupnost hran

 Je tfeba rozliSovat mezi grafy orientovanymi a neorientovanymi. Napr.:
— Topologicky usporadavame graf orientovany
- minimalni kostru hledame pro graf neorientovany
- nejkratsi cestu miizeme hledat jak na grafech orientovanych, tak na neorientovanych.

« Ulohy, které se fesi na grafech:

- zjiStovani riznych vlastnosti grafu — napt.: Je graf strom? Jsou v grafu cykly?
Existuje cesta mezi zadanymi vrcholy? Je graf souvisly?
- optimaliza€ni alohy, napf. hledani nejkratSi cesty, dopravni problém.
Optimalizace byvaji Casoveé nebo pameétove narocne, ale
» hladové (greedy) algoritmy jsou mimoradné efektivni
- Nap¥. Kruskaltv algoritmus na hledani minimalni kostry grafu.



Konec

Tato prezentace patfi k ucebnici Algoritmy a datove struktury
objektove od Ivana Ryanta. Obsahuje texty a obrazky z této
ucebnice.

Tato prezentace smi byt volné Sirena, ale vzdy i s timto snimkem.
Citujete-li, vyznacte zretelné citat v plném rozsahu a uvedte zdro;j:

RYANT, Ivan. Algoritmy a datove struktury objektovée. Praha: Ivan
Ryant, 2017. ISBN 978-80-270-1660-0



