FUNKCE
Popis pracovnich listd a spravné vysledky
Cilovéa skupina: Zaci 3. a 4. roéniku SS

Oznaceni modifikaci:

Pracovnti listy jsou rozdéleny do tfi modifikaci: A, Ba C.

Modifikace A je ur¢ena studenttim se specifickymi vzdélavacimi potfebami, modifikace B je
urcena pro studenty intaktni/primeérné a skupina C pro studenty nadané.

Cilova skupina:
Cilova skupina jsou zaci 3. a 4. ro¢niku gymnazii a stfednich 8kol s maturitou. Pracovni listy
lze pouzit i u stfednich odbornych udilisf bez maturity, oviem s ohledem na SVP dané skoly.

Zatazeni pracovnich lista do vyuky:

Pracovni listy jsou nastaveny pro ovéfeni vystupnich (nikoliv vstupnich) znalosti Zakt z te-
matického okruhu Funkce na stfedni skole v rozsahu statni maturity. Minimalni potfebné zna-
losti jsou: zakladni pojmy — defini¢ni obor, obor hodnot, vlastnosti funkci — rostouci/klesajici,
extrémy, parita funkce, periodicka funkce, pojem prosté funkce, inverzni funkce, popis funkeci
linedrnich, kvadratickych, pfipadné mocninnych, raciondlné lomenych, exponencidlnich a lo-
garitmickych funkci a znalosti goniometrickych funkci.

Casové naroénost:

Casova naro¢nost se miize dle koly liit, primarné je pracovn list nastaven na jednu vyucéovaci
hodinu v délce 45 minut. U modifikace pro zdka nadaného je ptikladii vice, zde je pravdépo-

dobné, Ze ne kazdy student stihne vSechny pfiklady ve stanoveném case. Dle jednotlivych

pfiklad@ bude patrné, do jaké miry zadk pouze pojmy znd a rozumi jim, a také jak je dokaze

aplikovat.

RESENI PRIKLADU

Piiklad 1 S pojmem funkce se setkdvame v matematice, stejné jako v ostatnich pfirodnich
védach, velice ¢asto. Definujeme ji riznymi zptisoby. NiZe je uvedenych nékolik rtiznych za-
vedeni pojmu redlné funkce jedné redlné proménné — zakrouZkujte ty, které povaZzujete za
spravné a pieskrtnéte ty nespravné. U nespravnych uved'te, pro¢ si myslite, Ze nejsou dobré.

1. Funkce je matematicky pojem, popisujici vzajemny vztah dvou veli¢in, kdy se hodnoty
jedné veli¢iny méni v zdvislosti na zménach hodnot veli¢iny druhé.
Ano, slovné 1ze funkci takto popsat.

2. Jestlize jsou mnoziny A, B C R (fj. podmnoZiny redlnych ¢isel), pak funkci nazvme libo-

volnou podmnozinu kartézského souc¢inu A x B, tedy piedpis f, ktery pfifazuje hod-
notdm z € A né&jaké hodnoty y € B. Predpis pak zapisujeme jako y = f(x).

Nedefinuje funkci. Dtilezity fakt je, Ze funkce je takovd podmnozZina kartézského
soucinu, kde pro jedno = mizZe byt p¥ifazeno nejvyse jedno y.
3. Funkce je jakékoliv zobrazeni z mnoZiny realnych ¢isel do mnoZiny redlnych cisel.

Funkce je zobrazeni na ¢iselné mnoZiné, nicméné nemusi byt z celého oboru realnych
¢isel.

Piiklad 2 Vime, Ze funkce mtiZe byt uréena rliznymi zplisoby — funkénim pfedpisem (analy-
ticky), grafem, tabulkou, nebo slovnim popisem zévislosti dvou veli¢in. Z nasledujicich situact
vyberte ty, které skute¢né urcuji funkci.



1. g:y=5

ANO, ]EDNA SE O FUNKUCI, konkrétné o funkci konstantni.
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NE, NEJEDNA SE O FUNKCI. HODNOTE 1 i hodnoté 2 = v/4JSOU TOTIZ PRIRAZENY

DVE RUZNE HODNOTY, COZ U FUNKCE NESMIi BYT

4. k(z) = g5
ANO, JEDNA SE O FUNKCI

NE, NEJEDNA SE O FUNKCI. NA GRAFU VIDIME, ZE HODNOTAM z JSOU PRI-
RAZENY DVE RUZNE HODNOTY, COZ U FUNKCE NESMI BYT - TO TAKE POZ-
NAME PODLE TOHO, ZE PRIMKY ROVNOBEZNE S OSOU y NESMI GRAF PRO-
TNOUT VE VICE NEZ JEDNOM BODE, COZ V TOMTO PRIPADE SPLNENO NENI

- PROTINAJI JE VE DVOU BODECH.

Ano, obrazek miize demonstrovat pribéh néjaké funkce, pokud budeme uvazovat
v klasickém znaceni osu x horizontalné a osu y vertikalné.

Ptiklad 3 Pokuste se pojmenovat niZe uvedené funkce (o jaky typ funkce se jednd) a pojme-
nujte graf danych funkei. U kazdé z uvedenych funkci uved'te, zda se jedna o funkci sudou,
lichou, pfipadné periodickou (v ptipadé periodické napiste, jaka je perioda). Déle rozhodnéte,

zda se jedna o funkci prostou.




Jedna se o funkci: LINEARNI, neni sud ani lich4, neni periodickd, je prosta.

Grafem je: PRIMKA

Jedna se o funkci: KVADRATICKOU, je sud4, neni lich4, neni periodicka, neni prosta.

Grafem je: PARABOLA

Jedna se o funkci:RACIONALNE LOMENOU/NEPRIMOU UMERU, neni sudd ani
lichd, neni periodicka, je prosta.

Grafem je: HYPERBOLA



Jedna se o funkci: GONIOMETRICKOU (kosinus), je sudd, neni lich4, je periodicka s
periodou 27, neni prosta.

Grafem je: sinusoida/cosinusoida

I

Jedna se o funkci: exponencidlni, neni suda ani lichd, neni periodick4, je prosta.

Grafem je: exponenciala

Jedna se o funkci: goniometrickou (tangens), neni sud4, je lich4, je periodicka s perio-
dou 7, neni prosta.

Grafem je: tangentoida (neni v zdkladnim tvaru)

Priklad 4 Napiste vztah pro vypocet objemu rota¢niho kuzele.

V= gT['?“Q?},



kde r je polomér podstavy a v je vyska kuZzele.
V tomto vztahu rozhodnéte, jak zdvisi objem na

1. vysce kuZele zavisi linedrné

2. poloméru jeho podstavy, kvadraticky

3. obsahu jeho podstavy. linedrng, protoZe obsah podstavy je mr2.

Ptiklad 5 Rozhodnéte, jak zavisi draha (ujetd vzdalenost) na ¢ase v pfipadé:
1. pohybu pfimocarého, rovhomérného: zavisi linearné, s = vt, kde s je draha, v je rych-

lost, kterd je v tomto p¥ipadé konstantni a ¢ je €as.

2. pohybu piimocarého, rovnomérné zrychleného: zdvisi kvadraticky, s = jat?, kde a je
zrychleni

3. Ze téleso setrvava v klidu: ujeta vzalenost je konstantni, nulova

Piiklad 6 Zavislost hustoty ¢ dané latky na hmotnosti m a objemu V je uréena takovymto
vztahem:

sz-

Rozhodnéte, které z nésledujicich tvrzeni je pravdivé a zdvodnéte.

1. Hustota je nepfimo timérna objemu. Pravdivé.

2. Hustota je pfimo tmérna objemu. Nepravdivé, ¢im vétsi objem za dané hmotnosti
latka zaujme, tim mensi je hustota.

3. Hustota je pfimo itmérna hmotnosti. Pravdivé.

4. Pro danou latku je hmotnost linedrné zavisla na objemu. Pravdivé, ze vztahu pfevedenim
dostaneme
Vo=m.



Ptiklad 7 Mé&jme funkci f(z) = 222 + 1. Diskutujte graf nasledujicich funkci vidi této funkci
(tj. jak se graf nize uvedené funkce bude lisit od grafu této funkce f(x)):

1. gi(x) = 222 — 5.

Graf této funkce bude vidi funkci f(z) : posunutny dolu ve sméru osy y

2. go(z) = —22% — 1.

Graf této funkce bude vidi funkci f(z) : zrcadlové pfevraceny podle osy x

3. g3(r) =222 + 2 + 1.
Graf této funkce bude vdi funkci f(z) : posunuty ve sméru osy y.

Graf je na obrazku niZe, ¢erné ptivodni funkce f(x), cervené funkce g1 (x), zelené funkce
g2(z), a modfe funkce g3(x).

Piiklad 8 Méjme funkci f(z) = 2% — 3. Diskutujte graf ndsledujicich funkci vaéi této funkci:

1. gi1(x) = 2".

Graf této funkce bude vidi funkci f(z) : posunutny nahoru ve sméru osy y

2. go(x) = 2711

Graf této funkce bude vidi funkci f(x) : posunuty vlevo ve sméru osy = a nahoru ve
smeéru osy y

3. gg(.t) =277

Graf této funkce bude vudi funkci f(z) : zrcadlové pfevraceny podle osy y a posunuty
nahoru. Viéi funkci ¢, (z) bude pouze zrcadlové pfevraceny.

Graf je na obrazku nize, ¢erné ptvodni funkce f(x), cervené funkce g1 (x), zelené funkce
g2(x), a modfe funkce g3(x).



Priklad 9 Napiste vzdy alesponi jeden piiklad funkce, kterd je:

1. zdola omezen4, y = z? je omezena zdola, protoze H; = [1,00)
2. nespojitd alesponi v jednom bodg, y = 1 je nespojitd v bodé = = 0.
3. omezend zdola i shora, y = sinz, protoze Hy = [—1,1]

a dokazte, ze takova je. Pfiklady funkci mhZete popsat grafem, nebo funkénim pfedpisem.

P¥iklad 10 Urcete defini¢ni obor funkce

9(x) = log(a — 3)

a sestrojte jeji graf.

Defini¢ni obor bude (3, 00), nebof x — 3 > 0.

Urcete, zda se jedna o funkci rostouci, nebo klesajici. Funkce je rostouci.
K funkci g(z) najdéte funkci inverzni g~ (x).

Inverzni funkce bude g_; : y = 10* + 3.

Graf je na obrdzku niZe.




Pfiklad 11 Nakreslete grafy nasledujicich funkci. Urcete jejich defini¢ni obor, obor hodnot
a v ptipadé, Ze jsou periodické urcete periodu.

1. fi(x) =sinx
2. fa(z) = 3sinz
3. f3(z) = sin(x — %)

Graf je na obrazku nize, ¢erné jefunkce f;(x), Cervené funkce f>(z), zelené funkce f3(z).
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Definié¢ni obor jsou ve vSech tfech piikladech reilna ¢isla a obory hodnot jsou Hy = [—1,1],
Hy, = [-3,3] a H, = [—1, 1]. VSechny funkce jsou periodické s periodou 27.

Piiklad 12 V matematice ¢asto popisujeme tzv. zdkladni typy funkci, napfiklad linedrni, kva-
dratickd, mocninnd, exponencidlni, atd.). Ostatni funkce pak dostaneme jako jejich soucet,
rozdil, sou¢in nebo podil. U nasledujicich funkci diskutujte, zda se jedna o funkci zdkladni,
nebo vznikla nékterym z popsanych postupt. Pokud vznikla jako soucet, rozdil, souéin nebo
podil, urc¢ete zdkladni funkce a popiste, jak z nich vznikla.

1. fi(x) = 222 — sinx Jedn4 se o rozdil/soucet kvadratické funkce 22> a goniometrické
funkce sin z.

2. fao(x) = 5%+ 2z +1 Jedna se o soulet exponencialni funkce 5” a linearni funkce 2z + 1.

3. f3(z) = w Jedna se o zdkladni funkci — konstantni.

Musi byt kladen néjaky pozadavek na defini¢ni obory/resp. obory hodnot dil¢ich zakladnich
funkci, z nichz tvofime nové funkce timto postupem? Ano, nova funkce ma defini¢ni obor,
ktery je priinikem defini¢nich obort zdkladnich funkci.

Pfiklad 13 Méme zaddny tyto funkce: f(z) = 2%, g(z) = €%, h(z) = sinz, m(z) = L + 2.
Vytvorte ndsledujici funkce:

1. f(z)- g(x) = 2%e®.
2. h%(z) = sin? x.
3. g(z) +5-m(z) =e"+ 2 +10.
Piiklad 14 Funkce miZeme také dostat skladanim jinych funkci. U nasledujicich funkci dis-

kutujte, zda se jedna o funkci zédkladni, nebo o funkci, ktera vznikla sloZenim jinych funkci.
Pokud vznikla slozenim jinych funkci, urcete zakladni funkce.

1. g1(x) = cos® x SloZenim goniometrické funkce cos = — vnitini slo¥ka a mocninné/kubické
funkce z° — vnéjsi slozka.



2 v Z. sz z vewv s v . 2z
2. g2(z) = 2% SloZenim exponencidlni funkce 2% — vnéjsi slozka a kvadratické z? -
vnitini slozka.

3. g3(x) = Inz* SloZenim logaritmické funkce In z — vn&j3i slozka a mocninné funkce z*
— vnitini slozka.

Musi byt kladen néjaky pozadavek na defini¢ni obory/resp. obory hodnot dil¢ich zakladnich
funkci, z nichz tvofime nové funkce timto postupem?
Ano.

Pfiklad 15 Médme zaddny tyto funkce: f(z) = 2%, g(z) = €%, h(z) = sinz, m(z) = L + 2.
Vytvorte ndsledujici funkce:

1. h(f(x)) = sinz?.

2. f(g(x)) = (e")? = €**.

3. m(h(f(x))) = 5z +2.

Pfiklad 16 Mohou byt ve specidlnich pfipadech nékteré z funkci h(f(z)), f(h(z)), f(z) - h(z),
h(x) - f(z) stejné? Kdy a pro jaké tvary funkci f(z), h(x)?

Obecné jsou tyto funkce ritizné, ale ve specidlnim p¥ipadé mohou byt stejné, nap¥iklad
u sklddani pro h(z) = f(x) bude f(h(z) = f(x) - h(x), nebo ve stejném piipadé bude f(x) -
h(x) = h(z) - f(z).



